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RESUMEN

El presente trabajo es un andlisis aplicando la teoria de Markowitz (1952, 1959). El mismo
pretende demostrar la creacion de una cartera que ofrece mayor rentabilidad para un
determinado nivel de riesgo con el fin de que se adapte a un inversionista acorde a su perfil
de riesgo. La metodologia empleada fue la optimizacion lineal en los indices bursétiles;
Bovespa, Dax30 y Nasdag-100 Los resultados obtenidos fueron positivos destacando la
cartera de todos los activos en Bovespa.

Asi también se emple6 una metodologia de optimizacion matemética para replicar un indice
(Index Tracking) para conseguir un comportamiento similar al indice de estudio. Los
resultados mas destacados se obtuvieron con carteras de 5y 10 activos. Se obtuvo en todos
los indices resultados positivos siendo el mas notorio el de la cartera de 10 activos de
Bovespa.

Palabras clave: Index Tracking, Markowitz frontera eficiente, optimizacion lineal, indice
bursatil.



ABSTRACT

The present work is a technical analysis by applying the theory of Markowitz (1952, 1959).
The same which is intended to show that the creation of a portfolio that provides the highest
return for a given level of risk in order to adapt to an investor according to their risk profile.
The methodology used was the linear optimisation in the stock market indices; Bovespa,
Dax30 and Nasdag-100 The results obtained were positive highlighting the portfolio of all
assets in the Bovespa.

This way also an index (Index Tracking) used a methodology of mathematical optimization to
answer to obtain a behavior similar to the index of the study. The most out-standing results
were obtained by portfolios of 5 and 10 assets. It was obtained in all the indexes turned out to
be positives being the most well-known that of the portfolio of 10 assets of Bovespa.

Key words: Index Tracking, efficient border Markowitz, linear optimization, stock index.



INTRODUCCION

En este trabajo final de carrera se aplicdé el modelo de Markowitz a tres indices bursatiles
como son Bovespa, Dax30 y Nasdag-100. Se empleé carteras de 5, 10, y el total de los
activos, con el fin de conseguir la cartera con el mejor rendimiento para un nivel de riesgo.
Por otra parte, se replico el comportamiento de un indice bursétil usando optimizacion
matematica, replicando tres indices Bovespa, Dax 30 y Nasdag-100 usando carteras de 5
activos y 10 activos.

En el primer capitulo se recopil6 la revision de la literatura sobre la teoria de cartera y el Index
Tracking. El segundo capitulo contiene los datos, las variables, y la metodologia empleada.
En el tercer capitulo estan los resultados fruto de la aplicacién tanto del modelo de Markowitz,
asi como los resultados del Index Tracking. Finalmente se afiadié conclusiones y la
bibliografia empleada.

El modelo de Markowitz es importante porque es el modelo primordial 0 modelo original de la
teoria de carteras a partir del cual se ha sofisticado la inversion bursatil. La importancia del
Index Tracking, radica en que a largo plazo tras costes de transaccion la inversion mas
rentable es replicar el indice. Como comprar todos los activos del indice es muy caro, se han
desarrollado procedimientos para poder tener la rentabilidad del indice sin el total de los
activos.

Para poder conseguir el objetivo de crear una frontera eficiente, es decir, carteras que
maximicen la rentabilidad para un determinado nivel de riesgo se aplicé la metodologia de
Markowitz. Y para poder llevar a cabo la replicacion del indice con pocos activos se utilizé un
proceso de optimizaciébn matematica mediante minimizacion de una funcién cuadrética que
recoge la diferencia del portafolio y del indice bursatil.

Se cumplieron los objetivos en su totalidad creando una frontera eficiente con la Metodologia
de Markowitz. Consiguiendo carteras con un rendimiento similar al del indice con pocos
activos.

Las limitaciones se presentaron en los datos del horizonte temporal, ya que fue necesario un
programa para transferir los datos de la fuente de informacién. La metodologia empleada fue
la optimizacién matematica, cambiando la funcion objetivo y las restricciones.



1. MARCO TEORICO



1.1 Conceptos elementales

1.1.1 Definicién de activo financiero.

Mascarefias (2012) sugiri6 que el activo financiero es una clase de activo intangible,
representando un derecho legal sobre una cantidad de dinero futura. Entre los mas
importantes se tienen: acciones, obligaciones, opciones y futuros. Como inversores, tanto
como persona natural o persona juridica, si adquiere activos financieros en el mercado de
valores, a esta accion se la denomina inversion financiera y también se puede definir que los

diferentes activos financieros conforman una cartera de valores.

Sugiere, Gava (2016) que la clasificacion de los activos es:
- Activos financieros de renta fija y variable.

o Renta fija. Son activos que se rigen por fechas establecidas para los pagos y
al final el inversor recibe también su capital invertido. Ejemplo: bonos,
obligaciones, pagarés, y letras de cambio.

o Renta variable. Son aquellos activos donde no conoces con certeza como
inversor, cudl serd la fecha que recibiras los flujos de efectivo. Ejemplo: las
acciones.

- Activos financieros segun el plazo de vencimiento.

o Activos financieros a corto plazo. Estos activos tienen una amortizacién a corto
plazo no superior a 12 meses. Ejemplo: letras del tesoro y pagarés.

o Activos financieros a medio y largo plazo. Estos activos son para mas de 12
meses, y se negocian en los mercados de capitales. Ejemplo: acciones, bonos
y obligaciones.

- Activos financieros subyacentes y derivados.

o Activos subyacentes. Activo (acciones, bonos, indice bursatil o de activos
financieros) que es objeto de un contrato normalizado de los negociados en el
mercado. En general, es el activo que sirve como base para un contrato de
derivados (Futuros, Opciones, Warrants) y otros productos financieros
(Fondos Cotizados) (Gava, 2016).



1.2 Teoria de carteras

Esta teoria es el pilar imprescindible de la gestion de carteras durante mas de medio siglo. Es
usada en su gran mayoria por los grandes fondos de inversién al momento de elegir los
mejores activos para invertir. Dicha teoria trata de estudiar y comprender el retorno dado, un
perfil de riesgo o disminuir el riesgo en relacion al retorno requerido. En pocas palabras lo que
se busca como inversionista es una cartera con un riesgo bajo y una rentabilidad alta
(Gonzales, 2008).

En la presentacion de Pérez (2013) se menciond que la teoria de carteras es una guia general
para el estudio de la inversion en situaciones de riesgo, estableciendo cual es la mejor
decision, sobre qué cartera de inversiones es la mas Optima. Basandose en el estudio de la
media y la variabilidad de los distintos titulos (bonos, acciones, etc.) que ya existen en el

mercado.

Segun Sogorb (2016), la teoria de carteras es un agregado de contribuciones teéricas; que
buscan resolver el dilema de elegir las mas adecuadas composiciones de activos financieros,

dentro del amplio y general campo, que tiene disponible el inversor.

1.3 Estilos de Inversién

Armas (2014) menciond que existen varios estilos de inversién, ya que como inversionista
existen diferentes cualidades a la hora de invertir; unos pueden ser mas cautelosos y otros
mas arriesgados (claro, cada quien tiene diferentes variaciones dentro de estos dos estilos
mencionados). Como inversionista se busca un estilo que identifique y se adapte a cada

necesidad. En este apartado se hace referencia a dos tipos de inversion: la activa y la pasiva.

La inversion pasiva se basa en que no se puede mejorar la rentabilidad-riesgo del indice de
referencia que representa el mercado. En un mercado eficiente los precios tienen toda la
informacion disponible y debido a esto los inversores no podran a largo plazo batir al mercado
representado en el indice de referencia. Por ejemplo, una estrategia de inversion pasiva
busca conseguir una rentabilidad y un riesgo similar al de un indice de referencia. Las
inversiones activas tienen como uno de sus objetivos batir la rentabilidad del mercado,

representado igualmente mediante un indice de referencia (Armas, 2014).



1.4 Rentabilidad y riesgo de una cartera

1.4.1 Rentabilidad de una cartera.

Segun Pérez (2013), la rentabilidad es lo que se espera obtener del conjunto de activos que
conforma la cartera. El rendimiento es un incentivo que tienen los agentes para vencer la
natural aversion al riesgo. Existe una relacion directa con el riesgo. A mayor riesgo mayor
rentabilidad y a menor riesgo menor rentabilidad. En una inversion los rendimientos positivos
en un futuro pueden existir o no. También pueden ser grandes o pequefios e incluso pueden
significar perder el capital invertido. El riesgo es la variabilidad de los resultados de los

rendimientos de la cartera.

Se calcula la rentabilidad bruta antes de deducir la comisién de gestion y los impuestos del
inversor, siendo la rentabilidad neta la resultante tras descontar los impuestos. La rentabilidad
de cartera segun Pérez (2013) se divide en dos clases:

- Rentabilidad simple. No se realizan nuevas inversiones ni se vende parte de los

activos antes del final del periodo. Un indicador de rentabilidad simple es:

_ Vp—Vo+D
==

r 1)
Donde:

e 1}, es valor de mercado de la cartera al final del periodo.

e I, el valor de mercado al inicio del periodo.

e D todos los cobros obtenidos durante dicho periodo, dividendos.

- Rentabilidad del inversor, esta rentabilidad se ve distorsionada por nuevas
aportaciones del inversor para adquirir nuevos activos, o por vender algunos activos,
o0 cobros de dividendos. Se usa esta ecuacion para calcular el rendimiento del

inversor:

U+ X P(14i) =V, +i ) "+ X, C(1+i) =i, 2

Donde:
e 17, valor de mercado inicial de la cartera.
e P, pagos.
e (;cobros obtenidos.

e 1, Valor final de mercado de la cartera.

-7-
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1.4.2 Riesgo de una cartera.

Villareal (2008) defini6 el riesgo como la variabilidad de los rendimientos de un activo. Aplicado
a una cartera seria la variabilidad de los rendimientos esperados de la cartera. En general el
riesgo de la cartera es distinto al promedio ponderado de la desviacion estandar de los activos
individuales que se encuentran dentro de la cartera. Para el riesgo se toma en cuenta la
correlacion entre los rendimientos de los instrumentos para calcular la desviacion estandar de
la cartera. La correlacion es una medida que refleja la relacion entre dos series de datos, la
cual puede tomar valores desde -1.0 para la correlacién perfecta negativa, hasta +1.0, para la
correlacion perfecta positiva. Un supuesto es construir una cartera libre de riesgo es decir con
una correlacion perfecta negativa. En otras palabras, si dos acciones tienen una correlacion
perfecta negativa se elimina el riesgo. Por otra parte, si dos acciones presentan una
correlacion perfecta positiva no se elimina el riesgo. El nivel de riesgo de la cartera se reduce
a medida que aumenta el nimero de acciones en dicha cartera y depende de la correlacion
gue tengan entre ellas. Este concepto se denomina diversificacion. Lo que debe hacer un
inversor es aumentar el nimero de activos en la cartera para reducir el riesgo (Villareal, 2008).

La Figura 1 recoge el rendimiento de dos acciones con correlacion perfectamente negativa.

. Accion Z
=
f=1 -
E Portafolio SZ
.'_.‘E
o _

Accion S

Tiempo
Figura 1 Rendimiento de dos acciones con correlaciéon perfectamente negativa (p = -1.0) y

para el portafolio formado con las dos accione
Fuente: Villareal (2008)

El coeficiente de correlacién en la Figura 1 puede variar de +1 hasta 0, estos valores no nos
ayudan a disminuir el riesgo.
En la Figura 2 presenta un coeficiente de correlacién de -1 hasta 0 podemos eliminar el riesgo.



Y un coeficiente de correlacion cero indica que las variables no estan relacionadas entre si,
presentando total independencia. La Figura 2 muestra el rendimiento de dos acciones con

correlacion perfectamente positiva.

Accion U

Portafolio UV

Accion WV

Rendimuento (%)

Tiempo

Figura 2: Rendimiento de dos acciones con correlacidon perfectamente positiva (p = +1.0) y
para el portafolio formado con las dos acciones
Fuente: Villareal (2008)

1.5 Teoria de Markowitz

Sogorb (2016) mencion6 que Harry Markowitz fue Premio Nobel de Economia en 1990 por
su publicacion de 1952 en la revista Journal of Finance de su articulo basado en su tesis
doctoral y titulado “Portfolio Selection”. Plantea un patron de conducta racional del decisor
para la seleccién de carteras de titulos-valores con liquidez inmediata. En el afio de 1959
public6 un libro denominado “Portfolio Selection, Efficient Diversification of Investments” en la

gue ha desarrollado con mayor detalle su teoria.

Este modelo se basa en el comportamiento racional del inversor que desea una rentabilidad
alta a costa de un riesgo bajo. Para Markowitz una cartera eficiente existe si provee la maxima
rentabilidad posible para un riesgo dado y de igual forma tiene que presentar un riesgo menor
para una determinada rentabilidad (Zubeldia, Zabalza y Zubiaurre, 2002). Segun Cobo
(2012), en la teoria de Markowitz al aumentar la diversificacion en la cartera se reduce el

riesgo para el inversor.

Markowitz (1952) cre6 el andlisis de carteras. Su principal objetivo es la determinacion del
conjunto de carteras posibles y el conjunto de carteras eficientes. Estas son las que ofrecian
la méxima rentabilidad esperada con un determinado nivel de riesgo. El modelo de seleccion
de carteras creado por Markowitz en 1952, es también conocido como el modelo de media-
varianza, ya que selecciona los activos de carteras con dos parametros; rentabilidad y riesgo
esperado (Garcia, 2013). En el modelo de Markowitz se presentan estos supuestos (Hurtado,
Ly y Zeballos, 2008):



e La amplitud del horizonte temporal de inversion es un Gnico periodo.

¢ La rentabilidad de los activos durante el periodo de tiempo dado, es una variable
aleatoria cuya distribucion de probabilidad para el citado periodo es conocida por el
inversor.

e La esperanza matemética y la desviacion tipica de la variable anterior constituyen la
rentabilidad esperada y el riesgo soportado, respectivamente.

o Las decisiones de los inversores se basan en la rentabilidad y riesgo esperado.

e La totalidad de los inversores tienden a ser racionales con prevencion al riesgo,
escogiendo para un nivel establecido de riesgo, una rentabilidad méas elevada que una
mas baja. O para un nivel de rentabilidad los inversores prefieren un riesgo menor.

¢ No existe impuestos ni inflacién, y los costos de transaccion en la negociacion de los
titulos no tienen importancia.

e Todas las inversiones son perfectamente divisibles, pudiéndose negociar cualquier

fraccidon de un activo.

1.6 Larentabilidad esperada de las carteras

1.6.1 Carteras con dos clases de activos.

Garcia (2013) mencioné si se invirtiera en dos clases de titulos tendriamos los siguientes
pesos en la cartera x; = x; x, = 1 — x. Teniendo la siguiente rentabilidad esperada:

E, = xE; + (1 = x)E,. 3)
Donde es Ep es la rentabilidad esperada de la cartera y E1 y E2 son las rentabilidades
esperadas del activo. Supongamos que un inversor trata de formar una cartera con solo dos
clases de activos. Cuyas rentabilidades son del 11% y 14% respectivamente. La cotizacion
actual de los activos es de 90 y 60 dolares respectivamente. Si el inversor dispone de 16.000
dolares para destinarlos a inversion. Y espera obtener un rendimiento del 12%, podemos
calcular el nimero de titulos de cada clase. Calculamos el nimero de titulos de cada clase
que se debe adquirir, la contribucién de cada clase de activos al rendimiento esperado vy el

riesgo soportado por cada clase de activos.

Con los supuestos planteados se obtiene:

0,12 =0,11x+ (1 = x)0,14 = x = 0,6666 = x;;x, = 0,3334

Los titulos que debe adquirir son:
10665,6

I; = 66,66% * 16000 = 10665,6; N; = %0

118
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5334,4
=89

I, = 33.34% * 16000 = 5334,4; N, = 50

Si el rendimiento esperado es del 12% lo que obtenemos de la cartera es:
Gp = 12% * 16000S.
La contribucion de cada clase de activos es la siguiente:

e1 = 66,66% * 11% = 7,33% ; e, = 33,34% * 14% = 4,6676%
G, = 11% * 10665,6 = 1173,216$; G, = 14% = 5334,4 = 746,816%

La distribucién porcentual del rendimiento esperado es:

_73326% o 46676%
17 T g, P2 T Tng T 98T

La distribucion porcentual del resultado coincide con la del rendimiento esperado:

_n73216 o 746816 o
T 1920032 0927 = 2087

91 1920032

1.6.2 Carteras con n clases de activos.

Garcia (2013) menciond que los inversores disponen de un cierto nivel de recursos para crear
una cartera que se encentra en los mercados financieros, con n clases de activos con riesgo
gue el inversor puede invertir. La cartera queda conformada cuando se conoce los titulos que
la componen y su cantidad. Y al ser la rentabilidad de cada activo una variable aleatoria. r;,

la rentabilidad de una cartera P también lo sera:
P:r, > (Ep,ap) (4)

Siendo x; el tanto unitario del total que se invierte en activos de clase i, la rentabilidad, 7, de

una cartera verifica:

Ty = X171 + X1 + X373 + o+ Xy = X1 X T (5)

Que:

n
X = 1
i=1

Siendo: 0 < x; < 1.
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Si. E(r;)= E; Es la rentabilidad esperada de los titulos de la clase i, la rentabilidad esperada

de una cartera Tp €S.
Ep = x1E1 + szz + X3E3 + -+ ann = 2?21 xl'El' (6)

Garcia (2013) sugirié que existe una relacion lineal entre la rentabilidad de una cartera y la
de distintas clases de activos. Siendo el rendimiento esperado de la cartera la media
ponderada de los rendimientos esperados de las n clases de titulos que la componen. Las
ponderaciones son las proporciones en que cada clase participa en la cartera. Denominados
E,y E, al valor minimos y maximo respectivamente, de los valores del vector E de

rentabilidades esperadas de los activos se verifica que. E, < E, < E},.

En forma matricial, el vector de proporciones o de ponderaciones es:

X1
X = (xz) )
Xn

El vector traspuesto es: X’ = (xq, X3, X3, ..., X)

El vector de rentabilidad esperada de los n titulos es:
E;
E = <Ez> (8)
En

E, = XE 9)

Aplicando la multiplicacién:

El vector de contribuciones a la rentabilidad de una cartera es:

€1
e= <32) (10)
€n

Por ejemplo, un inversor posee la siguiente cartera que incluye las siguientes clases de

activos (Tabla 1):

Tabla 1, Activos y Rentabilidades

Activo Peso Rentabilidad esperada
1 9% 8%
2 15% 11%
3 20% 13%
4 31% 18%
5 27% 22%

Elaboracién: Autor

La rentabilidad esperada del conjunto de la cartera es:
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n
E, = inEi =0,09%8%+0,15*11% + 0,20 * 13% + 0,31 * 18% + 0,27 * 22% = 16,49%
i=1
El activo 5 contribuye a la rentabilidad de la cartera con es = 0,22 * 27% = 5,94% y esto a su

5,94%
16,49%

vez representa el e, = = 36,02%.

1.6.3 Riesgo de cartera con n clases de activos.

Garcia (2013) menciond que si la variable aleatoria de la rentabilidad de una cartera es la
suma de n variables aleatorias. La desviacidn tipica de los rendimientos de la cartera es el

riesgo de la cartera: o, Para realizar su calculo si Z = k{Z; + k,Z, + k3Z3, siendo variables

aleatorias Z,,Z,, Z3, y las constantes k4, k,, k3, la varianza constata que:
0'2 (Z) = k%O’z(Zl) + kZZO'Z(Zz) + k%UZ(Z3) + 2k1k20'12 + 2k1k30'13 + 2k2k30'23 (11)

expresando el riesgo de cartera para n activos, se obtiene:

Tp = X111 + XoTp + X373 + ==+ X1

_ 2 _ 2 —
op =Xk, x{of + Yi1,,; D=1 Xi%0i; = Xitq X 0f + 2 X< X X0 = Nieq Doy XiX;03; (12)

En la ecuacién del coeficiente de correlacion lineal se despeja la covarianza:

= Ju
Pij = G (13)
A partir de la ecuacion (10) y despejando la covarianza se obtiene:
of = Yl xiof + Yit1,,; Xj=1XiXj0i0ipij = Nz Xj=1 XiX;0;0;Djj (14)

De esta ecuaciéon se deduce tres factores que determinan el riesgo de una cartera y son los
siguientes: el riesgo de cada activo, las proporciones de los titulos y la correlacion con los

demas.

El vector de proporciones y la matriz de varianza-covarianza se representan de la siguiente

manera.
X1 011 012 -+ = O1p
xZ /0'21 0'22 O'Zn\
X=| . ]S= \ / (24)
Xn On1 Opz = o= Onn

La varianza de la cartera se la puede definir por:

o2 = X'SX (15)

-13 -



Si a la formula anterior se aplica la raiz cuadrada positiva, da como resultado el riesgo o

volatilidad de la cartera:

o, = (XSX): (16)

Por ejemplo, en la tabla 2 un inversor forma una cartera invirtiendo en las clases en las clases

de activos siguientes, se calcula la rentabilidad esperada y el riesgo:

Tabla 2: Clase de activos y rentabilidades

_ Rentabilidad
Clase de titulos Precio actual Ndmero de titulos
esperada
1 30 60 9%
2 40 70 11%
3 50 90 12%

Elaboracion: Autor

La matriz de varianza y covarianzas de los activos presentes en la Tabla 2 son las siguientes:

0,00071243 0,00478231 0,000091232
0,00098091 0,00349822 0,000978988

0,00082584 9%
X= (0,005402564); E= <11%)
0,00035468 12%

E, =11%

g, = 0,054523 = 5%

(0,00087678 0,00980971 0,000076832)
S =

1.6.4 Carteras eficientes.

Es aquella en la cual dos inversiones de igual rentabilidad es preferida la de menor riesgo.
Del total de posibles inversiones todo inversor que es adverso al riesgo elegira la cartera que
se situé en la frontera de minimo riesgo. Ya que de las que se sitian por debajo, existen para
estas una cartera superior ofreciendo una rentabilidad mayor con el mismo riesgo (Garcia,
2013).

La Figura 3 recoge un ejemplo de frontera eficiente:
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Figura 3 Frontera eficiente
Fuente: Garcia (2013)

Como se observa en la Figura 3, la cartera G representa el minimo riesgo global. Las carteras
gue se ubican en la parte convexa, desde el punto G hasta el A existen otras situadas en la
parte cOncava, desde el punto G hasta el punto J, ofreciendo con el mismo riesgo mayor
rentabilidad. La cartera B su par, la cartera D en la parte céncava ofrece con el mismo riesgo

mayor rentabilidad.

Las carteras que van desde el Punto G hasta el punto J, son las que ofrecen la mayor
rentabilidad con el mismo nivel de riesgo. A este conjunto de cartera se las denomina

eficientes.

Se verifica que las carteras que van desde el punto G hasta el punto J con el mismo nivel de

riesgo ofrecen la mayor rentabilidad esperada, entonces:
G = (Eg,05);] = (Ej, 07); Ej = Maximo (E,E,Es, ..., Ey) (17)
Para cualquier cartera eficiente se cumple que:

Ec < E, <E (18)

Las carteras que estan fuera del conjunto de las carteras eficientes se denominan ineficientes.

Garcia (2013) sugirié que las carteras eficientes se determinan mediante optimizacion lineal
de dos formas:

a) Minimizando el riesgo para diferentes niveles de rentabilidad:

Minimizar o = X'SX (19)
E, = Ep; YXi=1X2=>0

b) Maximizando la rentabilidad esperada para diferentes niveles de riesgo:
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Maximizar E, = X'E (20)

op=0p 0% =1x20 (21)

1.6.5 Frontera eficiente.

Cruz, Restrepo y Medina (2008) sugirieron que la frontera eficiente es el grupo o conjunto de
carteras optimizadas dentro de unos limites considerados. Tienen una caracteristica principal
y fundamental para el inversionista, maximizan la rentabilidad con un nivel de riesgo
determinado. Markowitz (1952) sugiri6é que es el lugar geométrico del espacio media-varianza
definido por aquellas carteras que para un riesgo dado le proporcionan al inversor un
rendimiento maximo o, equivalentemente, para un rendimiento dado el riesgo que le deparan
es minimo.

Fandifio (2014) sugiri6 dar importancia a la forma de célculo para llegar al modelo de frontera

eficiente de la cartera de inversion. Calculando entre los dos extremos de minimo y maximo

riesgo, consiguiendo infinitas alternativas posibles para armar una cartera de inversién, sin

olvidar que cada uno de ellos presenta un distinto nivel de riesgo y rentabilidad.

La idea principal en lo referente a la frontera eficiente es que con distintas ponderaciones de

activos se puede hallar diversas carteras con su rentabilidad y riesgo asociado, se consigue

llegar a la cartera de riesgo minimo. Partiendo de esta primicia se encuentran todas las

combinaciones existentes eficientes de inversién. La diversificacion apropiada de la cartera

de inversién permite reducir el riesgo, buscando como inversores, mejorar la rentabilidad

esperada (Torre, 2011).

1.7 Modelo De Sharpe

Segun Martinez (2013), el modelo de Markowitz aportd algo muy importante a la teoria de
carteras. Pero entre los inconvenientes de este modelo se encuentra la necesidad de calcular
medias, varianzas, covarianzas.... En el afio de 1953, este proceso era muy tedioso hasta
la aparicién de las computadoras. En consecuencia, Sharpe consiguié simplificar dicho
modelo disminuyendo el calculo requerido para su planteamiento.

Sharpe suponia que la estadistica entre la rentabilidad de varios titulos no era directa. Tenia
mas relacién con un indice o un conjunto de varios indices: indices de bolsa, Producto Interno
Bruto, Inflacion (Martinez, 2013).

A partir del modelo de carteras de Markowitz, William Sharpe plantea la siguiente ecuacion.

Rit = Bo + P1R: + &t (22)
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Donde:

R;; rentabilidad del activo.

e [, es el alfade la cartera.

e (3, pendiente de la recta de regresion.
e R/ rentabilidad del indice de mercado.

® ¢&; perturbacion aleatoria.

1.8 Modelo CAPM

Valls (2001) afirmé que este modelo fue desarrollado por Tobin, Sharpe, y Lintner en 1961 y
contribuye de manera importante a la seleccion de carteras. La teoria de Markowitz consiste
en que todos los activos donde se va a invertir presentan riesgo. En el modelo de CAPM se
incluye un activo libre de riesgo a la cartera. Con este modelo el inversionista puede destinar
una parte de su inversion al activo libre de riesgo. En esta teoria Tobin, Sharpe, y Lintner
plantean que un inversionista toma dos decisiones totalmente diferentes. La primera decision
tomada por el inversor consiste en elegir la cartera 6ptima que se conforma con activos
riesgosos. La segunda decisidn consiste en construir una cartera completa en donde se elige

entre activos sin riesgo. Valls (2001) coment6 que los supuestos del modelo son:

- Todos los inversionistas estan en igualdad de condiciones ya que poseen la misma
informacién en cuanto al riesgo y el rendimiento de los activos.

- El comportamiento de los inversores consiste en disminuir los riesgos y maximizar el
rendimiento.

- Ciertos costos que se afiaden a las operaciones a la hora de comprar activos como
impuestos son iguales para todos, de esta manera se deprecian ignorando su
influencia sobre las politicas de inversion.

- El modelo afirma la existencia de un activo libre de riesgo, lo cual el inversionista
aprovecha pidiendo prestado o presta cualquier cantidad de dinero que el inversor

quiere utilizar.
La ecuacion del CAPM es la siguiente:
E(r) = 15 + Bim(E(r) — 17) (23)

Donde:

e E(r;) eslatasa de rendimiento esperada del activo.
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Bim €S la beta del activo promedio.

Bim = Cov(rirm) (24)

var(ry) '

(E (1) — 17) es el exceso de rentabilidad del portafolio de mercado.

(1) es el rendimiento del mercado.

(1) siendo el rendimiento de un activo libre de riesgo.

1.9 Modelo CML

Mascarefias (2012) sefial6 que los inversores se sitian en la linea de mercado de capitales
que es la linea tangente trazada desde la rentabilidad del activo libre de riesgo hasta la region
factible de las carteras de mercado en su frontera eficiente, ya que solo las carteras mas
eficientes se presentan en dicha linea. Las carteras menos eficientes se situaran por debajo
de esta linea. Esta teoria trata de las ideas de la gente sobre las oportunidades existentes,
por esto las estimaciones son realizadas con anterioridad, reflejando los resultados reales
son diferentes de los dichos con anterioridad. Mascarefias (2012) mencioné que los
supuestos del modelo son:
- Dado que todos los inversores poseen igual informacién y siguen el modelo media-
varianza, todos los inversores mantiene como cartera con riesgo la cartera tangente
(ver La Figura 4) que muestra la linea de mercado y los puntos de la frontera eficiente
gue van desde la cartera tangente hasta la cartera optima del inversor.
- Ladiferencia entre inversores esta en la proporcién de su cartera que invierten en esa
cartera tangente y en el activo libre de riesgo. La Figura 4 muestra la linea de mercado
y los puntos de la frontera eficiente que van desde la cartera tangente hasta la cartera

optima del inversor.
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Figura 4 Modelo CML
Fuente: Mascarefias (2012)
La férmula que propone el modelo CML es:
— Em—Ry
Ep = Rf + on Op (25)

Donde:
e [Eprepresenta la relacion entre la rentabilidad esperada y la cartera.
e Ryrepresenta el tipo de interes libre de riesgo.
e 0p riesgo asociado de la cartera.
o MREgIa pendiente de CML, precio del riesgo de una cartera eficiente.

oM

1.10 Modelo SML

Este modelo se enfoca en cuantificar el riesgo de una accion mediante su coeficiente de
regresion gque vincula los cambios en sus rendimientos con los cambios en los rendimientos

del mercado en general (Martinez, 2001).

El modelo de SML presenta la siguiente ecuacion:
=15+ bl-(rm - rf) (26)

Donde:
e 1;es latasa de rendimiento requerido para la accion i-ésima.

e 17 tasa de rendimiento libre de riesgo.

e b; coeficiente de correlacion o regresion, de la accion i-ésima.
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1.11

Ross (1976) plante6 un modelo de valoracién de activos a través de arbitraje de precio.
Alvarez, Ortega, Sanchez y Herrera (2002) sugieren que, su fin es estimar la prima de riesgo,
sumando el rendimiento de activos que espera obtener el inversionista por aceptar el nivel de
riesgo del activo. Este modelo ratifica la existencia de varios tipos de riesgo sistematicos. La
rentabilidad de un activo es afectada tanto por factores anticipables presentes en un mercado
eficiente y los no anticipables. En este punto el inversionista conoce el riesgo sistematico y la

sensibilidad de cada activo pero no la trayectoria futura de los mismos. Los supuestos del

e 1, tasa del rendimiento del mercado bursatil.
e (1, — 1) prima de riesgo del mercado.

e b;(ry —17) prima por riesgo de la accion.

Modelo APT

modelo APT son (Alvarez, et al., 2002):

Por tanto, el rendimiento de un titulo en cualquier momento t del tiempo se puede expresar

El APT plantea que todos los inversionistas tienen que ser recompensados, por la
totalidad de los factores que afectan sistematicamente el rendimiento de un activo.

Este modelo supone menos restricciones a las preferencias de los inversionistas,
referente al riesgo y el rendimiento.

El modelo APT no supone la distribucion de los rendimientos del activo.

por la siguiente ecuacion:

Donde:

i = @ + PirFie + BiaFaor + BisFar + -+ + BiFier + wir = @i + Xfieq BinFne + wir (27)

a;: valor esperado de la rentabilidad del titulo i cuando el valor esperado de los
factores es nulo.

Fpi: h=1.2,..... k; t=1,2,...,T: k factores de riesgo sistematico o k variables
aleatorias explicativas de la rentabilidad del activo i, para T momentos del
tiempo.

Bin: coeficiente beta o coeficiente de volatilidad del activo i con respecto al factor
h. Mide la sensibilidad de la rentabilidad del titulo i a los movimientos del factor
h-ésimo, suponiendo que no haya ningtn cambio en los restantes factores.

u;;: errores aleatorios para las T observaciones.

-20 -



1.12 Index Tracking

A partir de la década de los 60 los gestores de inversion han tratado de agregar un valor

superior a sus carteras de activos (Rey & Seiler, 2001).

El indice bursétil es la media aritmética de las cotizaciones de las acciones de un mercado.
La media puede ser de dos maneras. La primera donde todas las acciones tienen el mismo
peso en el indice se denomina simple. La segunda por capitalizacién donde las empresas
mas grandes ponderan mas en el indice, se denominada ponderada. En el grupo de los
indices simples se encuentra la BVQ, en el grupo de los indices ponderados esta el IBEX 35
(Abascal, 2000).

Un indice bursatil refleja las variaciones de las cotizaciones de las acciones méas importantes
gue cotizan en el mercado. Por ende, Lépez y Mateu (2016) establecieron las siguientes

funciones:

¢ Indica la evolucién de los mercados de valores ya sean de renta fija o variable.

¢ Ayudan como referencia para gestionar de manera eficiente el patrimonio personal
o profesional.

e Sirve de subyacente para algunos instrumentos financieros derivados, como los
futuros.

Segun Lépez y Mateu (2016), los indices bursatiles se clasifican en:

e Atendiendo al momento que hace alusién: de base fija, haciendo referencia a un
momento determinado; de base variable las cotizaciones se relacionan en
momentos consecutivos.

e Atendiendo a los valores que incorporan: indice general es una media de la
variacion del conjunto de titulos que cotizan en el mercado de valores. Los indices
sectoriales hacen referencia a determinados grupos o sectores de la economia.

¢ Atendiendo al tiempo tomado para su construccion: indice corto hacen referencia
a un afio natural. indice largo existen desde el principio de la recopilacién de datos.

e Atendiendo a su objetivo de representacion: indice de precio mide la variacion de
la cotizacion de los valores al conjunto o de manera individual. indice de
rendimiento incluye no solo la variacion de las cotizaciones si no también incorpora
los dividendos recibidos. indices deflactados tiene en cuenta el indice al

consumidor como deflactor.

CNMYV (2012) definié que un fondo de inversion es un patrimonio formado por aportaciones

de inversores con el objetivo de invertir en activos financieros que pueden ser; de renta fija,
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renta variable, derivados, o alguna combinacion de estos. Algunas ventajas de los fondos de
inversion son (CNMV, 2012):

- Accesibilidad a los diferentes mercados.

- Son administrados por profesionales del area.

- Ofrecen menor costo por operacion en los mercados ya que se aprovecha de la
economia de escala.

- Diversificacion en las inversiones.

Existen varios estudios sobre los fondos de inversidbn demostrando que los fondos de
inversion no superan la rentabilidad media de los indices bursatiles de forma sostenible en el

tiempo. En este ambito destacan trabajos de Carhart (1997) o Jensen (1968).

1.12.1 Concepto de replicacion de indice.
El concepto de réplica de indice apunta a conseguir los mismos resultados de rentabilidad, y

un riesgo similar al indice de referencia, (Armas, 2014).

Van Montfort (2008) sefialé que existen algunos métodos para replicar un indice:
- Lareplicacion total.
- Lareplicacion sintética.
- Lareplicacion estratificada.

- Lareplicacion optimizada.

Van Montfort (2008) sugirié que en el seguimiento de indices se emplean dos formas para
replicar un indice; la total y la parcial. Si la replicacion no es total refiriéndose a la compra del
100% de los activos, entonces es parcial que se refiere a comprar una parte y no el 100% del
indice. Esto implica diferencias entre la cartera de seguimiento y el indice de referencia. A
esta diferencia se le conoce como error de seguimiento, Tracking Error, siendo la diferencia
entre los rendimientos de la cartera de seguimiento y los del indice (RoBbach & Karlow, 2011).
Lo representan en la siguiente ecuacion.

TE, = Top —Tge = Nicq Wilie —Tp e (28)

Donde:

e TE, es el error de seguimiento en el momento t.

e 1. eslarentabilidad de la cartera de seguimiento en el momento t.

e 1. eslarentabilidad del indice en el momento t.

e 1;. es el rendimiento del activo i en la cartera de seguimiento en el momento t.
e w; es el peso del activo i en la cartera de seguimiento.

e N es el nimero de activos en carteray YV, w; =1.

-22 -



1.13

Replicacién total y parcial
1.13.1 Replicacion total.

Como se menciona antes la replicacion total se logra adquiriendo todos los activos del indice

en las mismas proporciones en las que participan en este. Esta manera de replicacion tienes

sus ventajas e inconvenientes. Su principal inconveniente que presenta esta manera de

réplica son los costes de transaccion, las proporciones pequefias en las que hay que invertir

en ciertos elementos y la iliquidez en ciertos activos. La principal ventaja es la replicacion

perfecta del indice (Beasley, 2003).

1.13.2 Replicacién parcial.

La replicacion parcial no incluye todos los activos. Armas (2014) sugirié distinguir:

1.14

Replicacion parcial sintética; el indice es seguido con un derivado mas una cantidad
de efectivo. Presentando problemas del vencimiento del derivado, la eleccién de la
opcién mas adecuada y la no existencia de derivados en todos los mercados. (Armas,
2014).

Replicacion parcial estratificada; los activos se segmentan con ciertos criterios como
el sector, el pais o la capitalizacion. Presenta como algo principal asignar los activos
por categorias. Si conseguimos que la agrupacion sea Optima, un activo de cada
categoria reproducira el comportamiento de la categoria entera (Armas, 2014).
Replicacion parcial optimizada. Los activos escogidos son el resultado de procesos
matematicos de optimizacién, siendo su objetivo la creaciébn de carteras de
seguimiento capaces de seguir al indice de una forma mas fidedigna posible. Siendo
el enfoque mas usado en la literatura especializada. Bonafede (2003) usé la

optimizacion cuadrética para minimizar el error de seguimiento (Armas, 2014).

Medidas para cuantificar el error de replicacion

Segun Armas (2014), las medidas para cuantificar el error son:

Medidas lineales.
o El error de seguimiento desviacién absoluta media calcula la media de la
diferencia absoluta entre los rendimientos de la cartera y los del indice (Armas,
2014).
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1
TEMAD = ;Z{=1|Tc,t - rB,t' (29)

o El error de seguimiento desviacion absoluta media desfavorable plasma la
probabilidad de que el rendimiento de una cartera este debajo de cierto nivel.
Si se aplica el seguimiento de indices es probable que el rendimiento de la
cartera de seguimiento este por debajo de la rentabilidad del indice (Armas,
2014).

TEMAD = 2 31_1|ree — 7a¢| donde v, > 7, (30)

o El error de seguimiento minimo maximo desfavorable, reduce la maxima
diferencia entre los rendimientos de la cartera frente a los del indice siempre
que los indices sean superiores a la cartera tiene la siguiente expresion
(Armas, 2014).

TEpminmax = Min[Max|r,, — 1 ||donde 15, > 1, (31)

- Medidas cuadraticas del error. En las cuadraticas la relacion entre rentabilidad de la
cartera de seguimiento y la del indice es cuadratica. En estas medidas se incluye el
error cuadratico medio y la varianza del error de seguimiento (RoBbach & Karlow,
2011):

1 2
MSE = ;ZZ=1(Tc,t - rB,t) (32)

1.15 Técnicas de optimizacion de laréplica parcial de un indice

La figura 5 recoge las diferentes técnicas de optimizacién empleadas en el Index Tracking

y los autores que han empleado de la misma.
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Optimizacion Lineal, Shenoy
(2007)

Opimizacién cuadratica,
Dostal (2009)

Optimizacion con
algoritmos meta-
heuristicos, Krink (2009)

Optimizacion Kernel,
Guastaroba y Seperanza
(2012)

Optimizacion estocastica,
Alizadeh (1995)

Optimizacion riesgo local,
Colwell (2007)
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Optimizacion entera mixta,
Wolsey (2008)

Optimizacion bootstrap,
Jianfu y Shuna (2010)

Figura 5. Técnicas de optimizacion de Index Tracking.
Fuente: Armas (2014)

En la Figura 5 se puede observar que hay multiples técnicas de optimizacion para poder llevar
a cabo el Index Tracking. Por ejemplo, se puede destacar la optimizaciobn metaheuristica que

tiene en cuenta los algoritmos genéticos y la evolucion diferencial.

Asi se plantea la optimizacion del Index Tracking. Mediante el siguiente problema de

optimizacion:
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1 2
Min ;ZZ=1(Z?:1 WiTie — Tgy) (33)

Sujeto a:

n
ZWi =1
i=1

wW; >0
Este problema de optimizacion cuadratica trata de minimizar la varianza del error de
seguimiento sujeto a que la suma de las ponderaciones de la cartera tiene que ser igual 1y

cada ponderacion del activo tiene que ser igual o mayor que cero, ya que no puede ser

negativa.
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2 DATOS, VARIABLES Y METODOLOGIA,
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2.1 Horizonte temporal

Como primer paso es el horizonte temporal que hago referencia en el momento de construir
las carteras. Inici6 el 2008-08-01 hasta el 2016-01-01 definiendo un horizonte temporal de 7
afios 4 meses y 26 dias para el indice de Brasil. El horizonte temporal para la cartera de
Dax30 inicia el 2005-12-30 y finaliza el 2016-01-01 que son 10 afios y un dia. Y el horizonte
temporal para Nasdaq inicia el 2006-05-12 hasta el 2015-12-31 son 9 afios 7 meses y 18
dias. El afio de referencia final ha sido el mismo para los tres indices bursétiles la diferencia
este en el inicio de la fecha para la recopilacion de los datos aqui existié una variacién debido
a que algunos activos no han sido constantes en el indice porque han dejado de cotizar o se
han incorporado en dltima instancia. Pero lo que nos interesa es tener la mayor cantidad de

datos, ya que esto nos ayuda a ser mas precisos a la hora de aplicar el modelo de Markowitz.

2.2 Titulos y mercado de valores

En este paso se aclara por qué y qué activos se aplican, en los 3 indices bursétiles. Se trabaja
con una cartera general que contenga todos los activos, con una cartera que contenga 10
activos y con una cartera que contenga 5 activos de los tres indices bursatiles: IBOVESPA,
DAX30, NASDAQ-100. Se realiza una seleccion aleatoria, de los activos para las diferentes

carteras de 5, y 10 activos.

Para el indice IBOVESPA de cinco activos se emplea los siguientes activos, BBDC3, CCRO3,
ELET3, FIBR3, HYPE y en la de diez activos, BBDC4, CPFE3, ENBR3, EQTLE, HGTXS,
MRVES3, MULT3, RADL3, SUZBS5, VIVT4. En el indice bursatil NASDAQ-100 se utiliza una
cartera de cinco activos, BBBY&b, CTXS&b, FOX&b, MAR&b, ROST&b y en la cartera de
diez activos utilice, AAL, ALXN&b, BIIB&b, COST&b, DLTR&b, FOX&b, INTC&b, MNST&b,
PCAR&D,STX&b. En el indice bursatil DAX30. Se utiliza una con 5 activos, BEI, DB1, FME,
LHA, SIE, y una de diez activos incluye los siguientes, ALV, BAYN, BMW, CBK, DB1, DPW,
FME, HEN3, LIN, TKA.

Con respecto a los indices empleados el indice Nasdaq se creo en el afio 1971, es la tercera
bolsa a nivel mundial y la segunda de Estados Unidos. Pero la eleccion se debe a la
importancia del mercado a nivel de tecnologia. El indice bursatil DAX30 se lo utiliz6 porque
pertenece a un pais fuerte de Europa que es Alemania. El indice IBOVESPA se plante6
porque es el mas representativo de América Latina. Se aplicaron estos indices en

representacion a Europa y América.
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3 RESULTADOS.
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Aplicando la teoria de carteras a los 3 indices se conseguird una frontera eficiente que ofrezca
un determinado riesgo la mas alta rentabilidad. Dependiendo si el inversor le gusta correr un

riesgo alto o bajo riesgo, asi la cartera se adapta a cualquier inversor.

3.1 Nasdaq-100 cartera con todos los activos
La Figura 6 recoge la frontera eficiente del Nasdaq 100 con todos los activos:
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Figura 6 Frontera eficiente empleando todos los activos en el indice NASDAQ-100
Elaboracion: Autor
En la (Figura 6) se observa a mayor riesgo mayor rentabilidad partiendo de un riesgo de 17%
se obtiene una rentabilidad de 16% el riesgo y la rentabilidad aumentan hasta el punto de que
la rentabilidad es de 34% ya no crece mas con respecto al nivel de riesgo 28% a partir de ese
punto no se pueden conseguir mejores combinaciones, ya que no se pueden tener carteras

con mayor riesgo mayor rentabilidad.
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La Figura 7 recoge el porcentaje de la participacion de los activos en la cartera:

Participacion en la cartera

B AAL B AAPL&P  m ADBE&b ADI&b H ADP&b HADSK&b  mAKAM&b mALXN&b
B AMAT&b ®EAMGN&b BAMZN&b ®mATVI&b mBBBY&b  mBIDU&b  mBIIB&b BMRN&b
H CA&b HCELG&b  ®CERN&b ®CHKP&b ®CMCSA&b mCOST&b  ®CSCO&b  mCSX&b
HCTRP&b = CTSH&b CTXS&b DISCA&b  m DISH&b mDLTR&b  WEA&Db W EBAY&b
HENDP&b  mESRX&b W EXPE&b  EMFAST&b H FISV&b  FOX&b 1 FOXA&b GILD&b
B GOOG&b mGOOGL&b mHSIC&b HILMN&b  ®INCY&b B INTC&b HINTU&b M ISRG&b
LBTYA&b LBTYK&b LLTC&b LRCX&b = MAR&b MAT&b HMDLZ&b ®m MNST&b
u MSFT&b MU&b HMXIM&b  ® MIL&b ENFLX&b  ENTAP&b ®NVDA&b ®ORLY&b
B PAYX&b  EPCAR&b mEPCLN& mQCOM&b mQVCA&b REGN&b ®ROST&b  mSBAC&b
HSBUX&b  mSIRI&b B SNDK&b  mSRCL&b H STX&b B SWKS&b  ESYMC&b 1 TSCO&b
TXN&b VIAB&b H VOD&b = WBA&b EWDC& EWFM&b EXLNX&b mYHOO&b

Figura 7; Frecuencia de participacion de los activos en cartera
Elaboracién: Autor

En la (Figura 7) podemos ver que esta muy repartido y los valores que sobresalen son de los
siguientes activos, AAPL&P, ALXN&b, DLTR&b, ILMN&bD.
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3.2 Nasdaqg-100 cartera con 5 activos

La Figura 8 recoge la frontera eficiente del Nasdaq 100 con 5 activos:
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Figura 8 Frontera eficiente empleando 5 activos en el indice NASDAQ-100
Elaboracién: Autor

En la (Figura 8) se puede observar que a mayor riesgo mayor rentabilidad partiendo de un
riesgo de 21% obtenemos una rentabilidad de 15% el riesgo y la rentabilidad aumentan hasta
el punto de que la rentabilidad es de 24% ya no crece mas con respecto al nivel de riesgo
32% a partir de ese punto no se puede conseguir mejores combinaciones, ya que no es
posible tener carteras con mayor riesgo mayor rentabilidad. Comparada la cartera de 5 activos
con la cartera del total de activos se observa un riesgo de 4% menos y una rentabilidad
superior de 1% a favor de la cartera del total de activos. La cartera del total de activos crece
hasta llegar a una rentabilidad de 34% con un riesgo de 28%. Siendo la rentabilidad de la
cartera del total de activos superior un 10% comparando con la rentabilidad de la cartera de

5 activos y con un riesgo de 4% menor.
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La Figura 9 recoge el porcentaje de la participacién de los activos en la cartera:

Participacion en la cartera

= BBBY&b = CTXS&b = FOX&b MAR&b = ROST&b

Figura 9 Frecuencia de participacién de los activos en cartera.
Elaboracion Autor

En la (Figura 9) se observa dos activos que tienen una alta participacion CTXS&b, ROST&b,

y con una menor participacién esta MAR&bD.

3.3 Nasdaqg-100 cartera con 10 activos

La Figura 10 recoge la frontera eficiente del Nasdaq 100 con 10 activos:
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Figura 10 Frontera eficiente empleando diez activos en el indice NASDAQ-100
Elaboracion Autor

En la (Figura 10) se observa que a mayor riesgo mayor rentabilidad partiendo de un riesgo
de 20% obtenemos una rentabilidad de 16% el riesgo y la rentabilidad aumentan hasta el
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punto de que la rentabilidad es de 30% ya no crece mas con respecto al nivel de riesgo 30%
a partir de ese punto no se pueden conseguir mejores combinaciones ya que los siguientes
niveles estan con una rentabilidad de 31% y riesgo 31%, haciendo que el nivel de riesgo no
sea recompensado con un mayor nivel de rentabilidad. Comparando con las carteras del total
y de 5 activos observamos que la cartera de 10 activos presenta mejores niameros que la
cartera de 5 activos pero no supera la cartera del total de activos. Esto nos da una pauta
mientras menos activos tenga la cartera los resultados van a ser inferiores en rentabilidad y

superiores en riesgo. Esta pauta se evidencia cuando los activos se eligen de manera
aleatoria.

La Figura 11 recoge el porcentaje de la participacion de los activos en la cartera:

Participacion en la cartera

= AAL = ALXN&b = BIIB&b COST&b = DLTR&b

= FOX&b = INTC&b = MNST&b = PCAR&b = STX&b

Figura 11 Frecuencia de participacion de los activos en cartera
Elaboracion Autor

En la (Figura 11) se puede observar que la mitad de los activos tiene participacion recalcando
el de mayor peso, DLTR&b, seguido de DLTR&b, MNST&b, los restantes STX&b, COST&b
tienen participacion, pero es minima.
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3.4 Dax30 cartera con todos los activos

La Figura 12 recoge la frontera eficiente del Dax30 con todos los activos:
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Figura 12 Frontera eficiente empleando todos los activos en el indice DAX30

Elaboracién Autor

En esta (Figura 12) se observa a mayor riesgo mayor rentabilidad partiendo de un riesgo de
13% obteniendo una rentabilidad de 13% el riesgo y la rentabilidad en este caso permanecen
constante en un incremento de una unidad en ambas la rentabilidad sube mas lento que el
riesgo pero se cumple que a mayor riesgo mayor rentabilidad hasta el punto de que la
rentabilidad es de 17% ya no crece mas con respecto al nivel de riesgo 26% a partir de ese

punto no se pueden conseguir mejores combinaciones, ya que no se pueden tener carteras

con mayor riesgo mayor rentabilidad.
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La Figura 13 recoge el porcentaje de la participacion de los activos en la cartera:

Participacion en la cartera

_
e

= ADS = ALV BAS BAYN = BEI = BMW = CON =CBK =DAI =DB1

4

= DBK = DPW DTE EOAN = FME FRE = HEI HEN3 = IFX = LHA
= LIN = MRK = MUV2 = RWE SAP SDF SIE TKA

Figura 13; Frecuencia de participacion de los activos en cartera.
Elaboracion Autor

En la (Figura 13) se puede observar que la mayor parte de activos participa, pero los que

tienen un nivel mayor de participacién, BAYN, FRE, HEN3.

3.5 Dax30 cartera con 5 activos
La Figura 14 recoge la frontera eficiente del Dax30 con 5 activos:
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Figura 14 Frontera eficiente empleando 5 activos en el indice DAX30
Elaboracion Autor
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En la (Figura 14) se observa a mayor riesgo mayor rentabilidad partiendo de un riesgo de
18% obteniendo una rentabilidad de 12% el riesgo y la rentabilidad aumentan hasta el punto
de que la rentabilidad es de 14% ya no crece mas con respecto al nivel de riesgo 29% a partir
de ese punto no se pueden conseguir mejores combinaciones, ya que no se pueden tener
carteras con mayor riesgo mayor rentabilidad. Comparando la cartera de 5 activos con la
cartera del total de activos observando un riesgo de 5% puntos menos y una rentabilidad
superior de un punto a favor de la cartera del total de activos. La cartera del total de activos
crece hasta llegar a una rentabilidad de 17% con un riesgo de 26%. Siendo la rentabilidad de
la cartera del total de activos superior con 3% comparando la rentabilidad de la cartera de 5

activos y con un riesgo de 3% menos.

La Figura 15 recoge el porcentaje de la participacion de los activos en la cartera:

Participacion en la cartera

= BEl = DB1 FME LHA = SIE

Figura 15. Frecuencia de participacion de los activos en cartera.
Elaboracién Autor

En la (Figura 15) se puede observar que dos activos tienen mayor participacion, LHA, SIE, y

los de menor participacion BEI, FME.

-37-



3.6 Dax30 cartera con 10 activos
La Figura 16 recoge la frontera eficiente del Dax30 con 10 activos:
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Figura 16 Frontera eficiente empleando diez activos en el indice DAX30
Elaboracion: Autor

En la (Figura 16) se observa que a mayor riesgo mayor rentabilidad partiendo de un riesgo
de 16% se consigue una rentabilidad de 12% el riesgo y la rentabilidad aumentan hasta el
punto de que la rentabilidad es de 14% ya no crece mas con respecto al nivel de riesgo 27%
a partir de ese punto no se pueden conseguir mejores combinaciones, ya que no se pueden
tener carteras con mayor riesgo mayor rentabilidad. Comparando con las carteras del total y
de 5 activos observamos que presenta mejores nimeros que la cartera de 5 activos en cuanto
al riesgo ya que es menor con 2% la rentabilidad es la misma. Pero no supera la cartera del
total de activos. Esto nos da una pauta mientas menos activos tenga la cartera los resultados
van a ser inferiores en rentabilidad y superiores en riesgo comparando con carteras que

tengan mas activos. Siempre que sea la seleccion de activos para la cartera al azar.
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La Figura 17 recoge el porcentaje de la participacion de los activos en la cartera:

Participacion en la cartera

P>

= ALV = BAYN =BMW =CBK =DBl1 =DPW =FME =HEN3 =LIN =TKA

Figura 17 Frecuencia de participacion de los activos en cartera.
Elaboracion: Autor

En la (Figura 17) se observa que la mitad de los activos participa, los que tienen mayor
participaciéon, CBK, DB1, DPW, los que tienen una minima representacion ALV, BMW.

3.7 Bovespa cartera con todos los activos

La Figura 18 recoge la frontera eficiente del Bovespa con el total de activos:
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Figura 18 Frontera eficiente empleando todos los activos en el indice Bovespa
Elaboracion: Autor

En la (Figura 18) se observa que a mayor riesgo mayor rentabilidad partiendo de un riesgo
de 2%, obteniendo una rentabilidad de 12% el riesgo y la rentabilidad aumentan hasta el
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punto de que la rentabilidad es de 29% ya no crece mas con respecto al nivel de riesgo 12%

a partir de ese punto no se pueden conseguir mejores combinaciones, ya que no se pueden

tener carteras con mayor riesgo mayor rentabilidad.

La Figura 19 recoge el porcentaje de la participacion de los activos en la cartera:

Participacion en la cartera

= ABEV3 = BBAS3 BBDC3 BBDC4 = BRAP4 = BRFS3 = BEKMS = BRML3
= CCRO3 = CESP6 = CPFE3 = CPLE6 CSAN3 CSNA3 CYRE3 ELET3
= EMBR3 ENBR3 = EQTL3 = ESTC3 = FIBR3 = GGBR4. = GOAU4 = GOLL4.
HGTX3 HYPE3 ITSA4 ITUBA4. JBSS3 LAME4 = LREN3 = MRFG3
= MRVE3 = MULT3 = NATU3 = OIBR4 PETR3 PETR4 RADL3 RENT3
SBSP3 SUZB5 = TBLE3 = TIMP3 = USIM5 = VALE3 = VALES = VIVT4

Figura 19 Frecuencia de participacion de los activos en cartera.
Elaboracion: Autor

En la (Figura 19) se observa que los activos que tienen mas representacion LREN3, BEKMS,
el otro activo que tiene participacion, pero es menor RADLE.
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3.8 Bovespa cartera con 5 activos

La Figura 20 recoge la frontera eficiente de Bovespa con 5 activos:
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Figura 20 Frontera eficiente empleando 5 activos en el indice Bovespa

Elaboracion: Autor

En la (Figura 20) se observa que a mayor riesgo mayor rentabilidad partiendo de un riesgo
de 11%, obteniendo una rentabilidad de 6% el riesgo y la rentabilidad aumentan hasta el
punto de que la rentabilidad es de 20% ya no crece mas con respecto al nivel de riesgo 22%
a partir de ese punto no se pueden conseguir mejores combinaciones, ya que no se pueden
tener carteras con un nivel de riesgo acorde a una rentabilidad esperada. Comparando la
cartera de 5 activos con la cartera del total de activos observamos un riesgo de 9% menos y
una rentabilidad superior de un 6% a favor de la cartera del total de activos. La cartera del
total de activos crece hasta llegar a una rentabilidad de 29% con un riesgo de 12%. Siendo

la rentabilidad de la cartera del total de activos superior con 9% comparando la rentabilidad

de la cartera de 5 activos y con un riesgo de 10% menos.
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La Figura 21 recoge el porcentaje de la participacion de los activos en la cartera:

Participacion en la cartera

= BBDC3 = CCRO3 = ELET3 FIBR3 = HYPE3

Figura 21 Frecuencia de participacion de los activos en cartera.
Elaboracion: Autor

En la (Figura 21) se muestra que los activos de mayor participacion en la cartera son BBDCS3,

ELETS3, el resto de activos no tienen participacion.
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3.9 Bovespa cartera con 10 activos

La Figura 22 recoge la frontera eficiente de Bovespa con 10 activos:
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Figura 22 Frontera eficiente empleando diez activos en el indice Bovespa
Elaboracién: Autor

En la (Figura 22) se puede observar que a mayor riesgo mayor rentabilidad partiendo de un
riesgo de 16%, obteniendo una rentabilidad de 14% el riesgo y la rentabilidad aumentan hasta
el punto de que la rentabilidad es de 36% ya no crece mas con respecto al nivel de riesgo
26% a partir de ese punto no se pueden conseguir mejores combinaciones, ya que no se
pueden tener carteras con un nivel de riesgo acorde a una rentabilidad esperada. La Figura
23 recoge el porcentaje de la participacion de los activos en la cartera. Comparando con las
carteras del total y de 5 activos se observa mejores nimeros en rentabilidad que la cartera
de 5 activos y la del total ya que supera en 8% a la de 5 activos y en 2% a la del total de
activos. En cuanto al riesgo es la cartera que presenta mas riesgo con 14%. Esto da una
pauta, mientas menos activos tenga la cartera los resultados van a ser inferiores en
rentabilidad y superiores en riesgo comparando con carteras que tengan mas activos, siempre

gue sea la seleccion de activos para la cartera al azar.
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La Figura 23 recoge el porcentaje de la participacion de los activos en la cartera:

Participacion en la cartera

=

= BBDC4 = CPFE3 = ENBR3 = EQTL3 = HGTX3 = MRVE3 = MULT3 = RADL3 = SUZB5 = VIVT4

Figura 23 Frecuencia de aparicion de los activos en cartera
Elaboracion: Autor

En la Figura 23 se observa que cuatro activos tienen una participacién alta BBDC4, MRVE3,
MULT3, RADLS, los activos como CPFE3, HGTX3, CPFE3, tienen una participacion baja pero
el 100% de los activos de la cartera participan.

3.10 Resultados Index Tracking

3.10.1 Bovespa cartera con 5 activos.
La Tabla 3 recoge los resultados del Index Tracking del Bovespa:

Tabla 3. Recoge los resultados del indice Bovespa aplicando Index Tracking.

BOVESPA DE 5 ACTIVOS
Promedio rentabilidad de cartera -0,5%
Promedio rentabilidad de indice 6%
Promedio tracking error -6,5%
Desviacion tipica del indice 22.,8%
Desviacion tipica de la cartera 1,4%
Desviacion tipica tracking error 22, 7%

Elaboracién: Autor

En la (Tabla 3) se observa que la rentabilidad promedio anual de la cartera con 5 activos
seleccionados del indice Bovespa es de 0,5%. La rentabilidad promedio anual del indice es
de 6%. El promedio tracking error anual es de -6,5% que es la diferencia del promedio de la

cartera con el indice. La desviacion tipica de la cartera es de 1,4% siendo un riesgo bajo en
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comparacion con la desviacion tipica del indice que es de 22,8%. La desviacion tipica del
tracking error es de 22,7% muy similar a la de indice. Los resultados son sin impuestos ni

comisiones porque se pretende estudiar la eficacia del procedimiento.

3.10.2 Bovespa cartera con 10 activos.

La Tabla 4 recoge los resultados del Index Tracking del Bovespa

Tabla 4. Recoge los resultados del indice Bovespa aplicando Index Tracking.

BOVESPA DE 10 ACTIVOS
Promedio rentabilidad de cartera 0,7%
Promedio rentabilidad de indice 6%
Promedio Tracking error -5,3%
Desviacion tipica del indice 22,8%
Desviacion tipica de la cartera 1,5%
Desviacion tipica Tracking error 22,7%

Elaboracién: Autor

En la (Tabla 4) se observa que la rentabilidad promedio anual de la cartera con 10 activos
seleccionados del indice Bovespa es de 0,7%. La rentabilidad promedio anual del indice es
de 6%. El promedio tracking error anual es de -5,3% que es la diferencia del promedio de la
cartera con el indice. La desviacion tipica de la cartera es de 1,5% siendo un riesgo bajo en
comparacion con la desviacion tipica del indice que es de 22,8%. La desviacion tipica del
tracking error es de 22,7% muy similar a la de indice. La cartera de 10 activos tiene mejor
seguimiento ya que la media del tracking error es mas cercana a 0. Los resultados son sin

impuestos ni comisiones ya que pretende estudiar la eficacia del procedimiento.

3.10.3 Dax30 cartera con 5 activos.
La Tabla 5 recoge los resultados del Index Tracking del Dax30:

Tabla 5. Recoge los resultados del indice DAX30 aplicando Index Tracking.

DAX30 DE 5 ACTIVOS
Promedio rentabilidad de cartera -1,8%
Promedio rentabilidad de indice 11,2%
Promedio tracking error -13,1%
Desviacion tipica del indice 21,7%
Desviacion tipica de la cartera 6%
Desviacion tipica tracking error 22,5%

Elaboracion: Autor
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En la (Tabla 5) se puede observar que la rentabilidad promedio anual de la cartera con 5
activos seleccionados es de -1,8%. La rentabilidad promedio anual del indice es de 11,2%.
El promedio tracking error anual es de -13,1% siendo esto la diferencia entre el promedio de
la cartera con el indice. La desviacion tipica de la cartera es de 6% mucho menor a la
desviacion tipica del indice que es de 21,7% representa un riesgo alto en comparacién con
la cartera. La desviacion tipica del tracking error es similar a la del indice con un 22,5%. Los
resultados son sin impuestos ni comisiones porque se pretende estudiar la eficacia del
procedimiento.

3.10.4 Dax30 cartera con 10 activos.
La Tabla 6 recoge los resultados del Index Tracking del Dax30:

Tabla 6. Recoge los resultados del indice DAX30 aplicando Index Tracking.

DAX30 DE 10 ACTIVOS
Promedio rentabilidad de cartera 2,5%
Promedio rentabilidad de indice 11,2%
Promedio tracking error -8,7%
Desviacion tipica del indice 21,7%
Desviacion tipica de la cartera 6,1%
Desviacion tipica tracking error 22,4%

Elaboracion: Autor

En la (Tabla 6) observamos que la rentabilidad promedio anual de la cartera con 10 activos
seleccionados es de 2,5%. La rentabilidad promedio anual del indice es de 11,2%. El
promedio del tracking error anual es de -8,7% esto nos da como resultado de la diferencia
entre la rentabilidad de mercado y el indice. La desviacion tipica de la cartera es de 6,1% si
este riesgo se lo compara con la desviacién tipica del indice que es de 21,7% es bajo. La
desviacion tipica del tracking error es de 22,4% similar al indice. La cartera de 10 activos tiene
mejor seguimiento ya que la media del tracking error es mas cercana a 0. Los resultados son

sin impuestos ni comisiones porque se pretende estudia la eficacia del procedimiento.

- 46 -



3.10.5 Nasdaq-100 cartera con 5 activos.
La Tabla 7 recoge los resultados del Index Tracking del Nasdaq.100:

Tabla 7. Recoge los resultados del indice NASDAQ-100 aplicando Index Tracking.

NASDAQ-100 DE 5 ACTIVOS
Promedio rentabilidad de cartera 1,10%
Promedio rentabilidad de indice -18%
Promedio de tracking error 19,4%
Desviacion tipica del indice 17,5%
Desviacion tipica de cartera 1,77%
Desviacion tipica de tracking error 17,5%

Elaboracién: Autor

En la (Tabla 7), observamos que la rentabilidad promedio anual de la cartera con 5 activos
seleccionados es de 1,10%, La rentabilidad promedio anual del indice es del -18%. El
promedio del tracking error anual es del 19,4% esto es el resultado de la diferencia de la
rentabilidad de la cartera con el indice. La desviacion tipica de la cartera es de un 1,77%, por
lo que se podria decir un riesgo bajo, pero en comparacién con el indice es mucho menor. El
del indice es del 17,5%. La desviacion tipica del tracking error es de 17,5% similar a la del
indice. Los resultados son sin impuestos ni comisiones porque se pretende estudiar la eficacia

del procedimiento.

3.10.6 Nasdaq-100 cartera de 10 activos.
La Tabla 8 recoge los resultados del Index Tracking del Nasdaq.100:

Tabla 8. Recoge los resultados del indice NASDAQ-100 aplicando Index Tracking.

NASDAQ-100 10 ACTIVOS
Promedio rentabilidad de cartera 2,5%
Promedio rentabilidad de indice -18%
Promedio tracking error 20%
Desviacion tipica del indice 17,5%
Desviacion tipica de la cartera 2,5%
Desviacion tipica tracking error 17,6%

Elaboracion: Autor

En la (Tabla 8), observamos que la rentabilidad promedio anual de la cartera con 10 activos
seleccionados es de 2,5%. La rentabilidad promedio anual del indice es del -18%. El promedio
de tracking error anual es del 20% esto es el resultado de la diferencia de la rentabilidad de

la cartera con el indice. La desviacion tipica del indice es del 17,5% presenta un riesgo alto
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en comparacién con la desviacion tipica de la cartera que es de 2,5%. La desviacion tipica
del tracking error que es del 17,6% es similar a la del indice. La cartera de 5 activos tiene
mejor seguimiento ya que la media del tracking error es mas cercana a 0. Los resultados son

sin impuestos ni comisiones porque se pretende estudiar la eficacia del procedimiento.
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CONCLUSIONES.

Para los inversionistas esta es una herramienta muy practica ya que nos permite elegir con
un nivel de riesgo determinado la maxima rentabilidad en una cartera. También en la
actualidad se facilita las operaciones que sugiere el modelo de Markowitz gracias a la
existencia de software y hardware para ello se comprobo6 en la practica la teoria de la frontera
eficiente de Markowitz. Aplicando la teoria se consigue carteras que ofrecen mayor
rentabilidad para un determinado nivel de riesgo. La cartera que representa minimo riesgo y
mayor rentabilidad es la del indice Bovespa con todos los activos esta cartera seria para
personas que no son afines a un alto riesgo, pero si a una alta rentabilidad. En general
mientras mas activos conformen la cartera, mejores resultados vamos a obtener ya que las
carteras con menos activos son las que presentan mayor nivel de riesgo. Es el caso de la
cartera del indice Nasdaq-100 conformada por 5 activos tiene el riesgo mas alto de todos los
casos 21% con una rentabilidad de 15%. El riesgo progresa al 32% con una rentabilidad del
24%. Solo supera a carteras del indice Dax-30. La cartera que seria 6ptima para un
inversionista que le gusta asumir en sus inversiones un alto riesgo acompafado de una buena
rentabilidad seria la del indice Bovespa con 10 activos, ya que nos ofrece con un riesgo de
16% una rentabilidad de 14%. El riesgo progresa hasta 26% y la rentabilidad hasta 36%.

Se destaca varias medidas para el Index Tracking. Seleccionando la cuadratica que es de las
mas utilizadas en la literatura. Seleccionando una cartera aleatoria. Sin embargo, existen
alternativas para seleccionar los activos como los algoritmos genéticos y las redes
neuronales. En general las carteras que reflejan los mejores resultados son las que tienen 10

activos. La mejor cartera que consiguio replicar al indice es la Bovespa de 10 activos.
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Tabla 9. Codificacién de los activos

NASDAQ 100

AAL American Airlines Group Inc.
AAPL Apple Inc.
ADBE Adobe Systems Incorporated
ADI Analog Devices, Inc.
ADP Automatic Data Processing, Inc.
ADSK Autodesk, Inc.
AKAM Akamai Technologies, Inc.
ALXN Alexion Pharmaceuticals, Inc.
AMAT Applied Materials, Inc.
AMGN Amgen Inc.
AMZN Amazon.com, Inc.
ATVI Activision Blizzard, Inc.
AVGO Broadcom Limite
BATRA The Liberty Braves Group
BATRK The Liberty Braves Group
BBBY Bed Bath & Beyond Inc.
BIDU Baidu, Inc.
BIIB Biogen Inc.
BMRN BioMarin Pharmaceutical Inc.
CA CA, Inc.
CELG Celgene Corporation
CERN Cerner Corporation
CHKP Check Point Software Technologies Ltd.
CHTR Charter Communications, Inc.
CMC SA Comcast Corporation
COST Costco Wholesale Corporation
CSCO Cisco Systems, Inc.
CSK CSX Corp.
CTRP Ctrip.com International Ltd.
CTSH Cognizant Technology Solutions

Corporation
CTXS Citrix Systems, Inc.
DISCA Discovery Communications, Inc.
DISCK Discovery Communications, Inc.
DISH Dish Network Corp.
DLTR Dollar Tree, Inc.
EA Electronic Arts Inc.
EBAY eBay Inc.
ENDP Endo International plc
ESRX Express Scripts Holding Company
EXPE Expedia Inc.
FAST Fastenal Company
FB Facebook, Inc.
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FISV

Fiserv, Inc.

FOX Twenty-First Century Fox, Inc.
FOXA Twenty-First Century Fox, Inc.
GILD Gilead Sciences Inc.

GOOG Alphabet Inc.

GOOGL Alphabet Inc.

HSIC Henry Schein, Inc.

ILMN [llumina Inc.

INCY Incyte Corporation

INTC Intel Corporation

INTU Intuit Inc.

ISRG Intuitive Surgical, Inc.

JD JD.com, Inc.

KHC The Kraft Heinz Company
LBTYA Liberty Global plc

LBTYK Liberty Global plc

LLTC Linear Technology Corporation
LMCA The Liberty Media Group
LMCK The Liberty Media Group
LRCX Lam Research Corporation
LVNTA Liberty Ventures

MAR Marriott International, Inc.
MAT Mattel, Inc.

MDLZ Mondelez International, Inc.
MNST Monster Beverage Corporation
MSFT Microsoft Corporation

MU Micron Technology, Inc.

MXIM Maxim Integrated Products, Inc.
MYL Mylan N.V.

NCLH Norwegian Cruise Line Holdings Ltd.
NFLX Netflix, Inc.

NTAP NetApp, Inc.

NTES NetEase, Inc.

NVDA NVIDIA Corporation

NXPI NXP Semiconductors NV
ORLY O'Reilly Automaotive Inc.

PAYX Paychex, Inc.

PCAR PACCAR Inc.

PCLN The Priceline Group Inc.

PYPL PayPal Holdings, Inc.

QCOM QUALCOMM Incorporated
QVCA QVC Group

REGN Regeneron Pharmaceuticals, Inc.
ROST Ross Stores Inc.

SBAC SBA Communications Corp.
SBUX Starbucks Corporation
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SIRI Sirius XM Holdings Inc.

SRCL Stericycle, Inc.

STX Seagate Technology plc

SWKS Skyworks Solutions Inc.

SYMC Symantec Corporation

TMUS T-Mobile US, Inc.

TRIP TripAdvisor Inc.

TSCO Tractor Supply Company

TSLA Tesla Motors, Inc.

TXN Texas Instruments Inc.

ULTA ULTA Salon, Cosmetics & Fragrance,
Inc.

VIAB Viacom, Inc.

VOD Vodafone Group Plc

VRSK Verisk Analytics, Inc.

VRTX Vertex Pharmaceuticals Incorporated

WBA Walgreens Boots Alliance, Inc.

wWDC Western Digital Corporation

WFM Whole Foods Market, Inc.

XLNX Xilinx Inc.

YHOO Yahoo! Inc.

IBOVESPA

ABEV3 Ambev S.A.

BBAS3 Banco do Brasil S.A.

BBDC3 Banco Bradesco S.A.

BBDC4 Banco Bradesco S.A.

BBSE3 BB Seguridade Participacdes S/A

BRAP4 Bradespar S.A.

BRFS3 BRF S.A.

BRKM5 Braskem S.A.

BRML3 BR Malls Participagfes S.A.

BRPR3 BR Properties S.A.

BVMF3 BM&FBOVESPA S.A.

CCRO3 CCR S.A.

CESP6 CESP - Companhia Energética de Séao
Paulo

CIEL3 Cielo S.A.

CMIG4 Companhia Energética de Minas Gerais
S.A.

CPFES3 CPFL Energia S.A.

CPLEG6 Companhia Paranaense de Energia —
COPEL

CSAN3 Cosan S.A. Industria e Comércio

CSNA3 Companhia Siderurgica Nacional

CTIP3 CETIP S.A. - Mercados Organizados
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CYRE3

Cyrela Brazil Realty S.A.
Empreendimentos e Participacdes

ECOR3 EcoRodovias Infraestrutura e Logistica
SA

ELET3 Centrais Elétricas Brasileiras S.A. —
Eletrobras

EMBR3 Embraer SA

ENBR3 EDP - Energias do Brasil S.A.

EQTL3 Equatorial Energia S.A.

ESTC3 Estacio Participacfes S.A

FIBR3 Fibria Celulose S.A.

GGBR4 Gerdau S.A.

GOAU4 Metalurgica Gerdau S.A.

GOLL4 GOL Linhas AAGreas Inteligentes S.A.

HGTX3 Cia. Hering

HYPE3 Hypermarcas S.A.

ITSA4 Itausa - Investimentos Itau S.A.

ITUB4 Itall Unibanco Holding S.A.

JBSS3 JBS S.A.

KLBN11 KLABIN S/A UNT N2

KROT3 Kroton Educacional S.A.

LAME4 Lojas Americanas SA

LREN3 Lojas Renner S.A.

MRFG3 Marfrig Global Foods S.A.

MRVES3 MRV Engenharia e Participacdes s.a.

MULT3 Multiplan Empreendimentos Imobiliarios
S.A

NATU3 Natura Cosméticos SA

OIBR4 Oi S.A.

PCARA4 Companhia Brasileira de Distribuicao

PETR4 Petroleo Brasileiro S.A. — Petrobras

PETR3 Petroleo Brasileiro S.A. — Petrobras

QUAL3 Quialicorp S.A.

RADL3 Raia Drogasil SA

RENT3 Localiza Rent a Car SA

RUMO3 Rumo Logistica Operadora Multimodal
S.A.

SANB11 SANTANDER BRUNT

SBSP3 Companhia de Saneamento Basico do
Estado de Sao Paulo

SMLE3 Smiles S.A.

SUZB5 Suzano Papel e Celulose S.A.

TBLE3 Tractebel Energia S.A.

TIMP3 TIM Participagdes S.A.

UGPA3 Ultrapar Holdings Inc.
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USIM5 Usinas Siderargicas de Minas Gerais
S.A.

VALE3 Vale S.A.

VALES Vale S.A.

VIVT4 Telefonica Brasil S.A.

DAX30

ADS.DE Adidas AG

ALV.DE Allianz SE

BAS.DE BASF SE

BAYN.DE Bayer AG

BEI.DE Beiersdorf AG

BMW.DE Bayerische Motoren Werke
Aktiengesellschaft

CBK.DE Commerzbank AG

CON.DE Continental Aktiengesellschaft

DAI.DE Daimler AG

DB1.DE Deutsche Boerse AG

DBK.DE Deutsche Bank AG

DPW.DE Deutsche Post AG

DTE.DE Deutsche Telekom AG

EOAN.DE EOAN SE

FME.DE Fresenius Medical Care AG & Co. KGAA

FRE.DE Fresenius SE & Co KGaA

HEI.DE HeidelbergCement AG

HEN3.DE Henkel AG & Co. KGaA

IFX.DE Infineon Technologies AG

LHA.DE Deutsche Lufthansa Aktiengesellschaft

LIN.DE Linde Aktiengesellschaft

MRK.DE Merck KGaA

MUV2.DE Munchener Riickversicherungs-
Gesellschaft Aktiengesellschaft

PSM.DE ProSiebenSat.1 Media SE

RWE.DE RWE AG

SAP.DE SAP SE

SIE.DE Siemens Aktiengesellschaft

TKA.DE ThyssenKrupp AG

VNA.DE VONOVIA N

VOW3.DE Volkswagen AG

Elaboracion: Autor.
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