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INTRODUCCION

Dada la amplia cobertura lograds v el creciente ntmero de
estudiantes de la Modalidad de estudios a distancia de la
U.T.P.L. es una necesidad urgente la elaboracidén vy
presentacién de libros-textos acordes al esquema programatico
v a los requerimientos de qQuienes se autocapacitan mediante
este sistema de ensefianza aprendizaje.

La multiplicidad de temas abarcados en la carrera de Fisico-
Matemdticas, los mismos que deben ser tratados en forma
ordenada, amplia y aplicados en numeroscs ejercicios
practicos. vuelve la bibliografia existente inalcanzable para
los estudiantes, dado el alto costo y el gran nimero de
autores de textos especializados para el efecto.

Siendo uno de nuestros objetivos la vasta formacidn académica
de los estudiantes basada en un amplio bagaje de
conocimientos, que reaequiere del cumplimiento de tareas,
estudio e investigacidn continua de los temas tratados, nos
hemos propuesto elaborar in Libro-Texto que., a mas de
facilitar el estudio y comprension de los temas abordados con
bases cientificas conjuge también nuestra experiencia lograda
a través de los afios de docencia en los niveles medio y
universitario.

En base a las consideraciones expuestas, pretendemos elaborar
un Libro-Texto diddctico. autoinstruccional de Teoria de
Conjuntos 11, que sea una ayuda para el estudiante, un medio
de consulta y que pueda llegar a los rincones méds apartados
del pais en donde se encuentran alumnos de la Universidad
Abierta y que sea accesible para todos agquellos que se
dedican al estudio de esta ciencia.

La motivacién que nos lleva a realizar el presente Libro-
Texto es el proporcionar conceptos basicos, fundamentales,
métodos, técnicas, demostraciones, procedimientos
actualizados que habiliten al estudiante y lo impulsen al
continuo estudio, asi come a su aplicacién en diversas
asignaturas de la carrera.

Para cumplir con este propésito, el texto 1lo hemos
estructurado en cuatro moédulos, asi:

El Moédulo I trata sobre; RELACIONES BINARIAS. esta
constituido por cuatro objetives y cuatro unidades, nos
permite conocer lo que es una relacidn, cdmo calcular su
dominio e imagen. sus propiledades, las formas de definir una
relacién, relaciones de equivalencia, particiones v los tipos
de orden.

El Médulo II; FUNCIONES: consta de cuatro objetivos y cuatro
unidades c¢on sus respectivos segmentos, trata sobre
definiciones basicas, las formas de representarlas, sus
clases y composiciodn.

El Médulo I11; FUNCIONES REALES: abafca tres objetivos y tres
unidades con sus respectivos segmentos, esto nos proporciona



un conocimiento de las funciones mondtonas yv las operaciones
que pueden realizarse con las mismas.

El Médulo IV; OPERACIONES BINARIAS:; contiene cuatro objetivos
v cuatro unidades con sus respectivos segmentos, trata sobre
las definiciones bédsicas, operaciones que se pueden realizar
como: maximo, minimo, miximo comin divisor, minimo comin
maltiplo, unidén, interseccidn, diferencia, etc. asi como las
propiedades que poseen dichas operaciones.

La técnica que utilizaremos serd la ensefianza modular, lo que
le permitird una interrelacién entre el material impreso y el
estudiante. '

Cada m6dulo consta de una introduccidén que le permite tener
una idea global del contenido y a su vez lo motivard para
continuar con el estudio del mismo.

Luego del tratamiento tedrico de los temas correspondientes
a cada unidad hemos incluido una seccidén de ejercicios
resueltos que le permitirén aplicar toda la teoria estudiada.
Con el objeto de afianzar sus conocimientos le presentamos
ejercicios propuestos a fin de que pueda demostrar sus logros
v habilidades alcanzadas. todo esto con un lenguaje claro,
preciso y sistemdtico, en base a los objetivos planteados,
también se incluye al final de cada mdédulo una autocevaluacidn
gque le ayudarid a determinar por si mismo el logro de los
objetivos propuestos, como un resimen de los temas tratados
v la biblicgrafia utilizada.

Para mejor comprensién de Teoria de Conjuntos II y a manera
de motivacidén hemos utilizado indicadores como:

| DEFINICIONES BASICAS

A EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

ACTIVIDAD DE REFUERZO

A\m/A VALORE SUS CONOCIMIENTOS




SOLUCIONARIO

RESUMEN

Deseamos que este texto autoinstruccional le ayude a despejar
todas sus dudas y logre despertar el interés por el estudio
de la matemdtica y a la vez sea una base sélida para que
continGe con sus estudios y alcance la meta propuesta.

Bien venidas sean las sugerencias de todos los alumnos vy

docentes, las mismas que seran validas y nos permitiran
mejorar el texto.

Loja, Julio 1996
Sonny Coronel

Alba Jumbo G.
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Nuestra gratitud para el Lic. JORGE BRAVO L. por haber
compartido con nosotros su conocimiento y su experiencia y
por haber contribuido con ello a la feliz realizacidén del
presente texto autoinstruccional, que servird de guia para
quienes se encuentran ejerciendo la docencia en el nivel
medio y para todo educador que desee profundizar sus
conocimientos.

Sonnya y Alba
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INTRODUCCION

Este médulo que le presentamos serd un instrumento que le
permitird conocer en forma amplia lo que es una relacidén, sus
propiedades, formas de representar, reconocer un orden y una
equivalencia entre objetos cualesquiera.

EFn el mismo se incluye un gran nimero de ejerciciocos
ilustrativos, en los que se ha detallado su proceso a fin de
facilitar su comprensién y permitirle el desarrollo =sin
dificultad de los ejercicios propuestos, objetivos a
distancia y eficiencia en su evaluacidn presencial.

Pretendemos que estos conocimientos sean Gtiles y bésicos
para que Ud. pueda continuar con mayor eficacia el estudio de
los médulos posteriores y asi alcanzar la meta propuesta.



—

Comprender la nocién de relaciones binarias

OBJETIVO 1 j v las formas que éstas adoptan al ser
definidas entre conjuntos.
UNIDADES E E SEGMENTOS E

1. Nociones Bésicas 1.1. Concepto de

relacidn.

1.2. Relaciones como
conjunto de pares
ordenados.

1.3. Dominio e imagen de
una. relacidén.

1.4. Propiedades. i

2. Operaciones en los 2.1. Relaciones dadas por
Naturales frases.

EZ.Z. Relaciones dadas por
tablas.

2.3. Relaciones dadas por
férmulas.

E 2.4. Relaciones dadas por
graficos.

3. Opersciones con 3.1. Relaciones de
ConJuntos equivalencia.

3.2. Particiones.

3.3. ConJunto cociente.

3.4. Relacién inversa.

4. Operaciones 4.1. Qué es un orden?.
Binarias: 4.2. Orden natural de N.
Propiedades ¥ 4.3. Primero y Gltimo

’ . elemento.
t 4.4. Tipos de orden.




UNIDAD 1: DEFINICIONES
BASICAS

Concepto de relacién.

Relaciones como
conjunto de pares
ordenados.

Dominio e imagen de
una relacioén.
Propledades.




OBJETIVO 01 Determinar el dominio, imagen y las
propiedades de una relaciédn binaria.

1.1. CONCEPTO DE RELACION
&LComo definimos a una relacién?

Casi en todas las actividades de la vida cotidiana,
siempre estamos escuchando expresiones como:

a) José es alumno de la U.T.P.L.
b) 15 es menor que 35

c) Carlos tiene 13 afios

d) Raguel es madre de Maria

e) Quito es capital del Ecuador

Todas estas expresiones y muchas mas son relaciones
porque estamos agociando o relacionando dos personas.
dos cantidades, doe cosas, dos elementos o dos
conjuntos, etc.

POR LO TANTO

Podemos darnos cuenta gque cada
expresién relaciona dos elementos
de un mismo conjunto o de dos
conjuntos diferentes, asi:

En a) se relaciona una persona con un
establecimiento educativo;

En b) se relacionan dos cantidades:

En ¢) se relaciona una persona con una
cantidad;

En d) se relacionan dos personas; V¥,

En e) se relaciona la ciudad con el



pais.

1.2. RELACIONES COMO CONJUNTO DE PARES ORDENADOS

En matemdticas, la palabra relacidén tiene un significado
més preciso que en el lenguaje usual. Para indicar la
relacién que existe entre los elementos de dos conjuntos
o los elementos de un conjunto, vamos a utilizar los
pares ordenados que usted ya estudié en Teoria de
Conjuntos I.

Asi por ejemplo:

Si Marco tiene 18 afice y Segundo 22 safios. desigtnando
por M al condunto de personas y por N al conjunto de
edades, entonces escribimos:

A
B

{Marco, Segundo}
{18,221}

ot

realizando el producto cartesiano M x N, tenemos:

M x N = {(Marco.18), (Marco,22), (Segundo.,18),
(Segundo.22)}

LCudl es el conjunto de pares ordenados en los cuales se
cumple la condiciétn "entre la persona y la edad
establecida"?

es {(Marco,1iB8)., (Segundo,22)}

De los pares ordenados del producto cartesiano,
solamente dos cumplen con la condicidén y con ellos se ha

formado un nuevo conjunto que se llama Relagion Binaria,
designando con R a esta relacidén tenemos:

R = {(Marco,18); (Segundo,Z22)}

Entonces podemos decir que la relsacidn no es mas que un
subconjunto del producto cartesiano M x N.

EJEMPLO: Dados los conjuntos A = {2,3.4Y vy B = {1,565} ¥
la relacidn "ser mayor gue'.

Desarrollo:
Primeramente formamos el producto cartesiano
A x B, asi:

AxB-={(2,1),(2,5),(3,1),(3,5),(4,1),(4,5)}

los pares ordenados que satisfacen con la condicidn "ser
mayor que' son: :

= {(2,1),(3,1),(4,1)} solucidn.



De los ejemplos anteriores podemos concluir que:

Relacion Binaria.- Es un
subconjunto de un producto
cartesiano donde se asocla cada
elemento del primer conjunto con
algin elemento del segundo
conjunto.

En simbolos:

Una relacién R de A en B se puede escribir
asi:

R = {(a.h)/acAAbeB} ¢ A x B

De acuerdo a la definicién, tenga presente que, para
escribir una relacidn necesitamos:

a) un conjgunto A

b) un conjunto B

¢) un enunciado formal, (criterio. condicion.
propiedad) tal que, sea verdadero o falso
para todo par ordenado de un producto
cartesiano.

B EJERCICIOS TLUSTRATIVOS

1.

Consideremos la relacién "mitad de” definida en el
conjunto de los numeros naturales mencres a 6.

A= {1,2,3,4.,5}

Desarrollo:

Seguimos el siguiente proceso:

a) Formamos el producto cartesiano A x A

A x A= {(1.1).(1,2),(1.3),(1.4),(1,5);

(2,1).(2,2),(2,3),(2,4),(2,5);
(3~1)~(3-2)1(3!3)-(354)~(3-5);
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5):
(551))(5)2)!(5l33)‘l(5,4),(5’5)}

b) Siendo la condicién "mitad de" tenemos:

¢y R = {(1.2);:(2,4)} soluciébn



Sea la relacidn "alcalde de" definida en los conjuntos:

P = {Ledén Febres C., Jorge Reyesi
Q@ = {Quitoc., Guayagquil., Lodjal

Desarrollo:

a) Considerando el producto cartesiano P x @

PxQ= {{Leén Febres Cordero, Quito), (Ledén Febres
Cordero, Guayaquil), (Leén Febres Cordero,

- Loja), (Jorge Reyes, Quito), (Jorge Reyes,
Guayaquil), (Jorge Reyes, Loja)}

b) Tomando en cuenta la condicién "alcalde de"., se
tiene: :
c) R = {(Le6én Febres Cordero, Guayaquil); (Jorge

Reyes,Loja)} soluc.

Sea R una relacidén en F = {2,3.4,5} definida por el
enunclado formal "aAb son primos’.

Desarrollo:

a) Elaborando el producto cartesiano F x F

FxF ={(2,2),(2,3),(2,4).(2,5);
(3,2).(3.3),(3.4).(3,5);
(4.2),(4,3),(4,4),(4,5);
(5,2),(5,3),(5,4),(b,5)}

b) Analizando 1la condicién “"aAb son primos”. se
determina que:

c) R = {(2,3)~(2-'5)9(3,2),(355)’(5’2)5(5’3)} SOlUCién

De lo expuesto aunteriormente podemos decir que:

UNA

i Relacion estd bien definida si se
i puede decir de cualquier par

| ordenado, sl satisface o no la
 relacién; es decir, s8i es V o F.
‘Pero para algunas que presentan

i ambiguedad es necesario adjuntar
i notas aclaratorias como la

! extension o alcance que se va a

{ utilizar. '

A continuacién citamos algunas relaciones en las que se
indica la extensidén o alcance:



a. '"ser semejante” entre triangulos

b. "ser congruente” entre rectas

c. "ser mas alto” entre personas

d. "ser mas nuevo que’ entre objetos

e. '"'ser mads conocidas"” entre instituciones educativas
f. "ser primo” entre numeros

g. "ser mds importante”. entre personas

h. "ser anterior a" entre el conjunto de los N
DOMINIO E IMAGER DE UNA RELACION

Para definir las partes de las dque estad formada una

relacidn,

desarrollaremos el siguiente ejercicio.

Sez la relacidén "cuadrado de" definida en los conjuntos:

A= {1,2,3,4,9y v B = {1,2,3,4}
*eg cuadrado de”
A /“_\ﬁ
POR LO TANTO
d ida o canc
estd formado por todos los
elementos que forman el primer
conjunto (A), es decir {1,2,3,4,9}
Simb6licamente: A = {x/xeA A x B}

Simbdlicamente:

(A I 35 8
todos

que

forman el segundo conjunto (B), es decir

{152’3’4}

B = {y/yeBAy A}

El dominio estd formado por las primeras
componentes de. los gue cumplen con la

condicidén dada.

es decir {1,4,9}



G
Simbolicamente: Dm = {a€A/(a,b)ER, para alguna b}

El__codominig contradomin.: ) __imagen
esta formado por las segundas
componentes de los pares ordenados que
cumplen con la condicidén. es decir
{1,2,3%

Simbdlicamente: Im = {beB/(a,.b)eR, para alguna a}

RECUERDE QUE —w—L

El dominio es un subconjunto
del alcance. Im ¢ A. La
imagen es un subconiunto del
rango. Im < B

Representado gréaficamente tenemos:

relacidn

rango

f§ EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.

Dades A = {a,b,c,d} , B = {1,2,3} v R =(a,2), (b,3),
(b,3). Determine el Dom(R) e Imagen(R)

Desarrcllo:
El Dm (R} = {(a,b)} ¥
La Im (R) = {(2,3)}

Un grupo de estudiantes universitarios se presentan a
una prueba de Teoria. de Conjuntos I y obtienen las
siguientes calificaciones:
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Alumnos José Luis Germdn | Jorge Nancy | Gonzalo E

Notas

8 7 4 5 9 8 E

Directamente tenemos los pares ordenados:

R= {(José,B8),(Luis,7),{Germdn,4), (Jorge.5), (Nancy,9),

(Gonzalo,B8)}

Para aprobar la asignatura debe tener como minimo 1la

calificacion de 7 puntos.
Si consideramos la relacién "aprobdé el examen con la

calificacién de”

Encontremos:

a)
b)
c)
d)
e)

El conjunto de los pares de la relacién (R)
Alcance = :

Rango =

Dominio (R) =

Imagen (R) =

Desarrollo:

a)

R = {(José,8),i{Luis,7), (Nancy.9)}

b) Alcance = {Jcsé, Luis, Nancy, Germdn, Jorge, Gonzalo}

c)
d)

e)

Rango = {8a7a9’4;5}

Dm (R) = {José, Luis, Nancy}

11

Im (R) {8,7,9}

Dada la relacién "esposo de" definida en personas.

Desarrollo:

Alcance = conjunto de hombres
Rango = conjunto de mujeres
Dm (R) = hombres casados

Im (R) = mujeres casadas

Dada la relacién: "triple de" definida en N x N

Desarrollo:

Alcance = numeros naturales
Rango = numeros naturales

Dm (R) = numeros naturales
Im (R) = miltiplos de 3

Encuentre el dominio y la imagen de la relacidn:

R = {(x,y)/y=4x}
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Desarrollo:

La variable X puede sustituirse por cualguier
valor real va que cuatro veces cualguier
nimero es otro numero real. Asi, el dominio
es:

{x/% es.un namero real}l. La imdgen también es
el conjunto de los nUmeros reales porque
cualquier numero es cuatro veces otro namero
real.

Por lo tanto, la imagen es :

{y/y es un numero real?l

1.4. PROPIEDADES

(GIL, José y otros, 1972; HERNANDEZ, Francisco y
otros, 1882)

Una vez comprendida la definicién de relacidén y
sus partes, es necesario conocer las propiedades,
las mismas que son indispensables para el
degarrollo de ejercicios, problemas y temas
posteriores.

Las propiedades de las relaciones son:

a) Reflexiva
b} Simétrica
c) Antisimétrica
d) Transitiva

1.4.1. PROPIEDAD REFLEXIVA

Consideremcs el conjunto A = {1,2,4,8} y R una
relacion en A determinada por la expresién divide
a''. formemos la relacién con la condiciédn dada.

= {(2,8), (2,4),(2,2),(4,8), (4,4),(8,8), (1,1),
(1,2), (1,4), (1.8)2

Representemos el gréfico o diagrama de flechas de
relacién.



-12-

“ &

Observemos gue todos los elementos del conjunto A
tienen un lazo,., flecha cerrada o bucle, asi: ( )

POR LO TANTO

Una relacién es reflexiva
cuando en su grado todos
los elementos tienen un
lazo.

Ahora representamos en un
diagrama cartesiano la
relacién establecida en
A.

R = {(1,1),(1,2), (1.4),(1,8),(2,2), (2,4),(2,8),
(4,4),(4,8),(8,8)}

. Diagonsl del disgrama

Podemos ver que todos los elementos de la diagonal
estdn sefialados.

POR 1.0 TANTO

Una relacién es reflexiva
cuando en su diagrama
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cartesiano. todos los
elementos de la diagonal
estédn sefialados.

Los elementos de la

diagonal son pares
formados por las
componentes iguales

(1,1),(2,2),(4,4),(8,8)

De los ejercicios que acabamos de desarrollar,
prodemos decir:

QUE

f Una relacidén R en un conjunto

I A es reflexiva, cuando cada
| (acA) elemento de A tiene

§ aptitud para estar

! relacicnado consigo mismo.

) »
H -
¥
't

! xRy >x Rx : ¥V, v €A

EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.

Sea la relacién '‘ser hilja de” definida entre personas.

Desarrollo:

Elijamos dos personas Maria y Rosa que efectivamente
sean madre e hija, rlanteamocs:

xRy > xRx

Maria hija de Rosa Maria es hija de Maria

Concluimos diciendo que cualquier persona no puede ser
hija de si mismo, luego no se cumple la propiedad
reflexiva.

Dado el conjunto M = {2,3,4} v la relacién dada por los
pares:

(2,.2),(2,3),(3,3),(3,4),(4,4)

cuando una relacién binaria estd expresada por pares
ordenados, la comprobacién de sus propiedades se hace
mas facil dibudando un diagrama de flechas, asi:
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Como +todos los elementos de M. estédn relacionados
consigo mismo, entonces se cumple la propiedad
reflexiva.

Dado A = {x/x€N pares £ 8} y la condicidén "maltiplo de”.
Desarrollo:

Primeramente tabulamos el conjunto dado:

A= {2,4,6,8}

Luego determinamos la relacion:

R = {(2,2),(4,2),(4,4),(6,2),(6,6),(8,2),(8,4),(8,8)}
Analicemos si esta relacidn cumple con la propiedad
reflexiva.

Representemos en un diagrama cartesiano y de flehas.

A
% v
1 A
8 1
6 4
4 o
24 o e @ ‘ \
et A 6 &
2 4 6 8 A N

Con lo cual comprobamos que la relacién "pultiplo de” en
el conjunto A = {2.4,6,8} si cumple con la propiedad
reflexiva.
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En el conjunto B = {1,2.3,4} y la relacidén _es menor
gug“ -

Desarrollo:

Formamos_la relacién con la condicion dada:
R = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}

Grafiquemos el diagrama cartesiano y de flechas:

B
1 2
41 o o o
3" L J >
24d o
1 4 L 4 ¥
3 > 4
e f——t——+ B
1 2 3 4
Qbservamos:

Que en el diagrama cartesianoc ningin elemento
de la diagonal estd sefialado.

En el diagrama de flechas ningin elemento
tiene lazo.

POR LO TANTO

"

La relacidn "menor_gque’” en el conjunto
B={1,2,3,4} no tiene la propiedad
reflexiva.

1.4.2. PROPIEDAD SIMETRICA

Sea el condunto A = {X,y,z.,u} de los segmentos que
a continuacidén graficamos y la relacién ‘es

perpendicular a’
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A

Desarrollo:

Para determinar los pares que constituyen esta
relacién formamos el producte cartesianoc A x A.

Ax A = {(x,x),(xX,¥).(%X,2),(xX,u);
(¥,x). (¥V,¥),(¥y,.zZ),(¥y,u);
(z,x),(z,¥),(z,Z),(z2,u);
(u,x),(u,y),.(u,z),(u,ul)}

Los pares que cumplen con la relacién son:
R = {(x,¥y).(y.x),(z,u),(u,z)}

Luego graficamos utilizando el diagrama cartesiano
vy de flechas.

POR LO TANTO

Al obaservar los graficos

podemos concluir gue la
relacidén ‘perpendicular a' en
el conjunto A = {x,y,z.u} es
simétrica porque si al
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diagrama cartesiano lo
doblamos por la diagonal, los
puntos de la relacion se
sobreponen y en el diagrama de
flechas vemos gque los pares de
elementos estan unidos por
dobles flechas. ( )

De los ejercicios anteriores podemos concluir que:

UNA

} Relacion R en un conjunto A es

| gimétrica cuando dos elementos del
i conjunto tienen aptitud para

| relacionarse en un sentido o en

! otro, segin el criterio que se de.

%Simbﬁligamgnnﬂ:

fXx Ry ———> y R x ; Y (x,y) € A

f EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.

En el conjunto de los humanos no se define la relacién

binaria ‘ser primo de".
Desarrollo:

Elegimos dos personas, que sean primos: Carlos y Jorge,
entonces:

x Ry > v R x

Carlos primo de Jorge Jorge primo de Carlos
Observamos gque cumple la propiedad simétrica. ya que
entre dos personas Que sean primoe es ligual el orden en
que se diga.

En el conjunto de las perscnas se define la relacidn

binaria ‘es madre de"
Desarrollo:

Elegimos dos personas que sean madre e hija; Martha y
Alba, entonces:

xRy ‘ > v R x

Martha es madre de Alba Alba es madre de Martha
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Observamos que no cumple la propiedad simétrica, ya que
=i Martha es madre de Alba, es imposible que Alba sea
madre de Martha.

3. En el conjunto P = {2.4,.6} se define la relacién binaria
R dada por los pares (2,4),(2.6),(4,2),(6,2)
Desarrollo:

Representamos los pares ordenados en el diagrama
cartesiano y en el de flechas.
/—\
2 4
61 .
4 4 .
2 4 ¢ o
t t 1 6
2 4 6
Se puede ver que cumple la propiedad simétrica.
4. Con el conjunto A {3,6.9,12} vy la relacidn

R {(3,9),(12,6),(6,12),(6,9), (9,32

Desarrollo:

Vemos que R no es una relacién simétrica porque el par
ordenado (6,9) € R pero (9,6) € R

1.4.3. PROPIEDAD ANTISIMETRICA

En la figura gue a continuacidn proponemos se
observa el conjunto P de 4 nifias que se designan
asi:

P = {a,b,c,d}
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¥ 5

Consideremos en este conjunto la relacién ‘ez mas
o o

Degarrollo:
Formamos la relacién con la condicién dada:
R = {(a,b),(a,C),(a,d),(b,C),(b,d),(C,d)}

Analizando los pares ordenados de la relaciédn

observamos que si el par (a,d) € R vemos que el

par (d,a) € R, por lo tanto este ejemplo no posece

la propiedad simétrica pero si cumple la propiedad
: oimstrica.

Repregsentamos la relacidn en un diagrama
cartesiano v en el de flechas.

a b
] [ L]
[ 4 [ ]
[ ]

V7 '
t T t T '—'P c d
a b ¢ d
Observamos:

Que al doblar el diagrama cartesiano por
la diagonal, ningin punto de la relacién
coincide con otro.

En el diagrama de flechas vemos que no



-20-

hay ningun par de elementos unidos por
dos flechas.

De lo expuesto anteriormente podemos decir que,
una relacidén es antisimétrica

CUANDO

i
t Dog elementos cualquiera de |
¥ un conjunto A tienen aptitud |
i para estar relacionados f
{ solamente en uno de los

 sentidos, segin el criterio
# que se de.

is. bo L te:

{ xRy —>yv RxV (x,y) €A ?

] EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.

Dado el conjunto M = {1,2,3} en el que se define la
relacidén binaria R por los pares ordenados:
(1,2),(1,1),(3,1)

Desarrollo:

Representamos la relacién en el diagrama cartesiano y en
el de flechas:

En los graficos se puede ver claramente que cumple la
propiedad antisimétrica porque los pares ordenados (1,2)
v (3,1) son elementos de la Ry (2,1),(1,3) € R, por lo
tanto:

1 R2=>2R1
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Sea la relacidon binaria ‘es tio de”., definida en el
conjunto de personas.

Consideremos los nombre Luis y Pepe

x Ry > v R %

Luis es tio de Pepe Pepe no es tio de Luis
La relacidén dada cumple la propiedad antisimétrica
porque si Luis es tio de Pepe, Pepe no puede ser tio de
Tuwis, por lo tanto el par ordenado (x,y) € R (y.,x) € R

Sea N el conjunto de los namercos naturales y R 1la
relacidén definida en N por "

N = {1.2,3.,4,....}

Desarrollo:

'Los pares ordenados que cumplen con la condicién dada

son:
R = {(1,1),(4,2),(9,3),(16,4), ...}

Al analizar los elementos de la R en el conjunto de los
N cumplen con la propiedad antisimétrica porgque hay
pares ordenados en un sentido y no en sentido contrario.

Dados los conjuntos A = {p,o,r} y B = {p,r,0} y el
criterio "es igual a”

Desarrcllo:

Formamos el producto cartesiano A x B

AxB= {(p,p),(pP,0),(P,r),(r,p), (r,0),(r,r), (o,p),
(0,0),(0,7)} '

Este conjunto de pares ordenados cumplen con la
propiedad simétrica y antisimétrica ya que los conjuntos
dados son iguales. Entonces podemos decir gue: una
relacién cumple con las propiedades antes mencionadas en
el UGnico caso que exlista igualdad en los conjuntos
dados.

Dado el conjunto M = {1,2,3} vy la relaci6n binaria R
formada por los pares: (1,1),(1,2),(2,1),(3,1),(3,2)

Desarrollo:

Grafiquemos la relacidén mediante flechas, asi:
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Observe que se cumple la propiedad antisimétrica con los
pares (1,3) y (3,2), sin embarge se cumple con la
propiedad simétrica con el par 91,2), porgque existe el
par (2,1) por lo tanto no podemos asegurar en este
conjunto ¥y con esta relacidn que se cumpla la simétrica
o antisimétrica.

Es decir, no se cumple ninguna de las dos.

1.4_4. PROPIEDAD TRANSITIVA
En el diagrama de flechas gque a continuacién
proponemos consideramos la condicién ‘menor gue’
en el conjunto:

Q@ = {254,6’8}

27 Ty

¥ 8

\__/

Desarrollo:

Observamos que cuando hay grupos de flechas
consecutivas, siempre hay una tercera que une el
origen de la primera con el extremo de la ultima,
esto nos permite comprender que la relacidén ‘menor

que’ definida en los N pares menores a 10 es
transitiva.
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De lo expuzsto anteriormente podemos

decir que,
una relacidn es tranpsitiva.

CUANDO

)

Un elemento (a) estd relacionado
con un segundo (b)) y éste con un
tercero (c), entonces el primero

(a) se relaciona con el tercero
(c).

Simb¢olicamente:

aRbAbBRec --—->aRc

fl EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Dado el conjunto A = {3,6,12,24}) en el que se define la

relacidén binaria R por los pares ordenados:
(3,6),(3,12),(3,24),(6,12), (6,24),(12,24)

Desarrollo:

Representamos la relacidén en el diagrama de flechas.

3 >6
\ 4 NAVS
12 >24

En el diagrama de flechas se puede observar que cumple
la propiedad transitiva porque los pares ordenados

(3,12),(6,12) y (3,12) pertenecen a la relacidén, es
decir:

3R6 A6 R 12 ~—~—> 3 R 12
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Dado el conjunto A = {Jorge, Julio. Luis} v la condicidn

nombres de perscnas que comienzan con la misma letra.

Desarrollo:

Los pares que cumplen con la condicién dada son:

R = ((Jorge,Jorge),(Jorge,Julio), (Julio,Juiio),
(Julio,Jorge)}

Analizamos si la relacidén gue hemos obtenido cumple con
la propiedad transitiva.

Jorge R Julilo A Julio R Jorge => Jorge R Jorge

Luego R es transitiva. Su diagrama de flechas es:

' Julio

@e‘_/’ﬂf\
~__

Dado el enunciado x + ¥ = 10 definido en los N.
Determine si es transitiva.

Desarrollo:

Los pares ordenados que cumplen con la relacidn dada

son:
(1,9),(2,8),(3,7),(4,6),(5,5),(6,4),(7,3),(8,2),(9,1)

Ahora verifiquemes si cumple con 1la propiedad
mencionada:

a. (1,9) € R (9,1) € R ——~> (1,1) € R
b. (2,8) € R (8,2) € R --—> (2,2) € R
c. (3~7) € R (7$3) € R ———D (8;8) € R
d. (4,6) € R (6,4) € R ——=> (4,4) € R
e. (5,5 € R (5,5) € R -———> (5,5) € R

Por lo tanto R no es transitiva.
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Sea la relacién es_eguinumerosg’ definida entre los
conjuntos A, B y C. Diga si es transitiva.

Desarrollo:

Consideremos los conjuntos:

A = {a,e,0o} ; B={ -} 3 C={x,y,z}
Analicemos la propiedad.

ARBABRC-——~> ARC

Por lo tanto la relaciébn es _egulnumeroso’ es

transitiva.

Dado el conjunto P = {1,2,3} ¥y las siguientes relaciones
en P:

R = {(1,2),(2,2)}

Rz = {(3,3)1}

Ra = {(1,2),(2,3),(3,1),(2,1),(1,1)}
Ra =P x P

Indique si cada una de ellas es o no transitiva.
Desarrollo:

Comprobamos Ra

(1,2) € RA (2,2) € R ——> (1,2) € R
+» R1 Bi es transitiva.

Comprobamog Rz

(3,3) € RA (3,3) € R ~—> (3,3) € R
. Rz 81 es transitiva

Comprobamos Ra

(1,2) € RA (2,1) € R ——> (1,1) € R

(2,3 e RA (3,1) € R ——> (2,1) € R

+ Rz 81 es transitiva-
Comprobamos Ra
Formamos el producto cartesiano del conjunto dado.

PxP={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3), (3,1),
(3,2),(3,3)}
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Como usted ya estudié en Teoria de Conjuntos I, que todo
producto cartesiano cumple con la transitividad, por 1lo
tanto R4 es transitiva.

NORMAS PARA PLANTEAR LAS PROPIEDADES

El planteamiento de las propiedades de las relaciones
binarias exige inicialmente un conocimiento perfecto de
éstas v después una aplicacién adecuada de ellas, segin
la filosofia con la que estan expuestas.

Para ello indicaremos la ténica general con la que deben -
ser aplicadas.

1.- Todos los eclementos que utilicemos en s1
comprobacién deberan pertenecer necesariamente al
conjunto en donde se haya definida la relacidén
binaria.

2 _- Habremos observado que todas las propiedades se
plantean a la izquierda con una 0 unas premisas y
a continuacién la flecha implica o no implica que
se debe de cumplir o no cumplir la consecuencia de
la derecha de tal flecha. Recordemos:

Reflexiva: xRy -———> x R x

Simétrica: xRy -—>yRx

Antisimétrica: xRy ~——/-->y RXx

Transitiva: xRyl ——> xR =z
y R =z

Pues bien, es absolutamente necesario gue las premisas
de la izgquierda de la flecha y de cada propiedad sean
absolutamente ciertas para luego estudiar si las
consecuencias de la derecha de la flecha y de cada
propiedad son ciertas (se cumple la propiedad), o falsas
(no se cumple la propiedad). Téngase en cuenta gue el
principio fundamental de la légica dice que sBi se parte
de premisas falsas, nunca: podremos saber si la
conclusién es verdadera o falsa.

3.~ Comprobada cada propiedad con los criterios
anteriores debemos extender la conclusién a todos
los elementos del conjunto, para decidir si a
todos se les puede aplicar la conclusién (la
propiedad se cumple), o existe algun caso que no
responde a la conclusién (la propiedad no se
cumple).



Cuando al comprobar una propiedad. observemos que“exmsteﬂ
al menos un cas80 €n que no se cumple, es suficientéQEa
indicar ¢ invalidar la propiedad para todos

elementos del conjunto.

4.—- Cuando la relacién binaria R esté expresada
mediante una frase, generalmente con comprobar un
caso y extenderlo razonablemente a todos los
elementos del conjunto es suficiente para
asegurarse de si la propiedad se cumple o no se
cumple. (Esta forma suele plantearse en conjuntos
infiniteos de elementos.)

Cuando la relacién binaria R esté expresada mediante
pares, tendremos que actuar con mas cuidado y comprobar
todos los casos que sean posibles para asegurarnos la
respuesta (esta forma suele plantearse en conjuntos
finitos de elementos).

Ej: En el conjunto N se define la siguiente relacién
binaria: "Dos nimeros cualesquiera estédn relacionados si
acaban en la misma cifra". Comprobar las propliedades.

Ya sabemos que N es el conjunto de los numeros natuarles
{0,1,2,3,...} ¥ la relacidén binaria R es en este caso
"acabar en la misma cifra". Planteemos las propiedades:

1.- Reflexiva: x Ry —--> x R x

Si elegimos dos rimeros que cumplan a R, por ejemplo 20
y 30, 20 estd relacionado con 30 por acabar en la misma
cifra, luego 20 va a estar relacicnado consigo mismo por
terminar evidentemente en la misma cifra.

20 "acabar en la misma cifra"” 30 —--> 20 "acabar en la
misma cifra' 20. :

Si 1lo hacemos extensivo a todos 1los nameros del
conjunto, vemos que siempre se va a cumplir la
reflexiva.

2.- Simétrica: x Ry ——> y R x

20 “acabar con la misma cifra" 30 --> 30 "acabar con la
misma cifra" 20.

FOGA G

/
ra, /

O BT
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Luego se cumple para cuaquier par de elementos que estan
relacionados segin R.

3.- Antisimétrica: x Ry --/--> y R x: como se cumple
la simétrica no se cumple la antisimétrica.

4.- Transitiva:

x Ryl -——-> xR =z
v R =z

20 "acabar con la misma cifra” 30
-->20 "“acabar con

la misma cifra' 40

30 "acabar con la misma cifra" 40

Luego se cumple para cualquier par de elementos que
estén relacionados segun R.

Ej: En el conjunto A = {1,2,3} se define la siguiente
r e 1 a ¢ i é n b i n a r- i1 a :
(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,.3),(2,3),(3,2).Comprobarlas
propiedades.

En este caso, vamos a dibujar el diagrama de flechas.

N v
o‘; ] -~ e
[ J
G
1.- Reflexiva: x Ry ———> x R x

Cada elemento del conjunto A estd relacionado consigo
mismo por tener un bucle, que es la manifestacidn
original de la reflexiva en un diagrama de flechas,

luego se cumple.
2.- Simétrica: x Ry ---> y R x

En el grafico observamos que siempre que existe una
flecha que va, hay otra que vuelve, luego se cumple.



...29_
3.- Antisimétrica: x Ry --/-—->y R x

Como s8se cumple la simétrica no se cumple la
antisimétrica.

4.~ Transitiva:

x Ryl ——> xR =z
v R z

Observando el diagrama, podemos plantear dos premisas
verdaderas que conducen a una conclusién falsa:

1R2 -—-—~>1R3
2R3

Luego la propiedad no se cumple.

EJERCICIOS

En las relaciones siguientes comprobemos que propiedades
se cumplen en cada una de ellas:

a) "mayor que” definida en los N

b) "es congruente a'" entre rectas

c) En el conjunto A = {1,2,3} se define la relacidn
binaria:

(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(2,3),(3,2)
d) Dado el diagrama:

“a —
! > |
& S
e) R1 = {(1,3)}
R2 = {(2,3)5(455)}
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Desarrollo:

a) "mayor cue' definida en los N
Elijamos un conjunto cualquiera:
A= {1,2.3.4,5.,6,...1}

Escribamos los pares ordenados que cumplen con la
condicidn:

Rl = {(2,1)3(3,1)9(392)’(4;1)'-(4’2)7(4,8), (5’1):
(5,2),(5,3),(5,1),(6,2),(6,3),(5,4),(6,5)}

PROPIEDAD REFLEXIVA

Al observar la relacién vemos que los pares:
(1,1),(2,2),(3,3),(4,4), etc., no pertenecen a la R por
lo tanto el enunciado "es mayor que' no es reflexiva, ya
que ningin nuimero es mayor Qque si mismo.

PROPIEDAD SIMETRICA

Analicemos los pares ordenados:

(2,1) € R => (1,2) € R
(3,1) € R => (1,3) € R
(3,2) € R => (2,3) € R
(4,1) € R => (1,4) € R

asi sucesivamente.

Concluimos que la propiedad simétrica no se cumple en la
relacidn ”mayor_que”.

PROPIEDAD ANTISIMETRICA

Del andlisis anterior podemos decir que sl 2 es mayvor
que 1, entonces 1 no puede ser mayor que 2.

Todos los pares estédn relacionados en un s6lo sentido,
por lo que afirmamos que la relacién "mayor que’ e8
antisimétrica.

PROPIEDAD TRANSITIVA

La relacidén "mayor que” en los N es transitiva, porque
si un ntmero es mayor due otro y éste mayor que un
tercero, entonces el primero e€s mayor que el tercero,
cumpliéndose asi la propiedad.

5>3A3>2=>5>2
6>2A2Z2>1=>6>1

b) “es congruente a" entre rectas.

Sea el conjunto de rectas que presentamos por:
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formamos el producto cartesiano:
{({a,a),(a.b), (a,c),(b,a),(b,b),(b,c).(c,a),(c,b).(c,c)}
PROPIEDAD REFLEXIVA

Como los pares ordenados (a,a),(b,b),{(c,c) son elementos
de R y cada elemento del conjunto se relaciona consigo
mismo. entonces afirmamos que el criterio "es congruente
a" es reflexivo.

PRCPIEDAD SIMETRICA

Analicemos los pares ordenados:
(a,c) € R => (c,a) € R

(b,c) € R => (c,b) € R

- es simétrica, va que sus elementos estén relaclonados
en un sentido y otro.

PROPIEDAD ANTISIMETRICA

De 1lo anterior podemos indicar que toda relacién
simétrica no puede ser antisimétrica.

PROPIEDAD TRANSITIVA

La relacién "es congruente a" es transitiva porque s8i un
segmento de recta es congruente con un segundo segmento
y éste congruente con un tercero, entonces el primero es
congruente con el tercero.

a‘:b b = ¢ => a = C

c) En el conjunto A = {1,2,3} se define la relacién
binaria:

(1.1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(2,3),(3,2)
PROPIEDAD REFLEXIVA
(i,1) € R
(2,2) € R
(3,3 € R . eg reflexiva

PROPIEDAD SIMETRICA

(1,2) e R => (2,1) € R
(2,3) € R => (3,2) € R ~ es simétrica
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PROPIEDAD ANTISIMETRICA

(1,2) e R = (2,1) € R

(2,3) e R =>» -(3,2) € R 4~ no es antisimétrica ya que
(2,1) A (3,2) € R

Aclarando que toda relacidén que cumple con la propiedad

simétrica no es antisimétrica.

PROPIEDAD TRANSITIVA

(2,3) €e R (3,2) € R => (2,2) € R .~ es transitiva

d)

Verifiquemos 1las propiedades que cumple el diagrama
propuesto.

PROPIEDAD REFLEXIVA

Por tener cada elemento su Dbucle que es 1o
caracteristico de 1la reflexividad de wun diagrama,
entonces posee la propiedad.

PROPIEDAD SIMETRICA

Como los elementos no se relacionan en un sentido ¥
otro, no se cumple con la propiedad.

PROPIEDAD ANTISIMETRICA

La relaci6n dada en el diagrama es antisimétrica porgque
sus elementos se relacicnan en un sb6lo sentido.

PROPIEDAD TRANSITIVA
En el grafico se observa pares de flechas consecutivas

vy una tercera que une el origen de la primera con el
extremo de ls ultima., entonces podemos decir que existe
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la propiedad transitiva.

a~—" b

b

\

J
S

e) R = {(1,3)}
PROPIEDAD REFLEXIVA

No existe porque los elementos de la relacidon no se
relacionan consigo mismo.

PROPIEDAD SIMETRICA
No existe porque: (1,3) € RA (3,1) € R
PROPIEDAD ANTISIMETRICA

Al no existir la simetria, se cumple la propiedad
antisimétrica.

PROPIEDAD TRANSITIVA
Se cumple la propiedad.

Usted se hard la pregunta por qué si hay 1 sdélo par
ordenado y sus componentes no son iguales. Le aclaramos
su duda. Una relacién R de a en b no tiene la propiedad
transitiva solamente gi al existir el par ordenado (a,b)
vy el par ordenado (b.c), no existe el par ordenado (a,c)
en cualquier otro caso la propiedad si se cumple y en
algunas oportunidades se puede demostrar afirmativamente
el cumplimientc de dicha propiedad como hemos reallzado
en algunos ejercicios que estdn desarrollados.
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ACTIVIDAD DE REFUERZO No. 1

81 _depea  veprifioue gsug = logrog
degarrollando los _ejercicios aque le
DrOPONEemos:

BRITTON, Jack R e Ignacio Bello: Matematicas
contemroréneas, traducciéon Elias Loyola, 2da. ed.
México. Edit. Harla, 1979, 730 pags.

1. Encuentre el dominio y la imagen para la relacidn
dada, definida en los N.

¥ {(x,y)/y = 3x}
¥ {(x,y)/y2 = x}
¥ {(x,y)/y = 2 + x2}
¥ {(x,y)/x = 1 + y=2}
¥ {(x,¥)/x =2 + ¥y
2. Determine la relacidén mediante pareg ordenados y

encuentre el dominio y contradominio.

* {(x,y)/y = 2x - 3 0 < x < 4%
* {{x,y)/y =4x ; x 0,1,4,9,186,25}
* v son enteros pogitivos

menores que 5}

* {(x,y)/x =y ; X
menores que 10}

* {{(x,¥y)/y =4x ; = =0,1,8,27,64,125}

{(x,¥)/y > x 3 x A
A

vy son enteros poegitivos

3. Compruebe que propiedades cumple cada una de las
relaciones:
¥ "Ez amige de"” definida entre personas

“"Tiene la misma edad" definida entre personas
"Tiene el mismo precio” definida entre cosas
"Es cubo de’ definida en los N

x + vy = b definida en los N

2x + v = B8 definida en los N.

Ri {(2,2),(3,3),(4,4)}

Rz {(5,6)}

RS {(2:8)9(3’4)}

Ra {(1,1),(3,2),(1,2),(2,2),(3,1)}

XK K K K K K X ¥
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2.5. Relaciones dadas por
frases.
UNIDAD 2: FORMAS DE 2.6. Relaciones dadas por
REPRESENTAR tablas.
RELACIONES 2.7. Relaciones dadas por
férmulas.
2.8. Relaciones dadas por
graficos.
N
L IN
|/
N
(@)
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OBJETIVO 02 Representar una relacidén de diferentes
’ formas. :

LDE QUE MANERA SE PUEDEN DEFINIR LAS RELACIONES?

(VARSAVSKY., Oscar, 1973)

A las relaciones se las puede representar de las siguientes
maneras:

2_1. Relaciones dadas por frases
2.2. Mediante tablas

2.3. Por medio de férmulas

2.4. Por representacidn grafica

2.1. RELACIONES DADAS POR FRASES

En la unidad anterior analizamos que a la relacidn se 1la
puede expresar por medio de palabras; es decir, por
descripciones comunes CoOmo:

"es amigo de"”

"es profesor de”

"es capital de”

"es mas alto que”
"vive cerca de', etc..

Ademds es importante que usted recuerde, en cada caso,
con que alcance y rango se va a definir la relacién.

2_2_. RELACIONES DADAS POR TABLAS

Cuando se presentan relaciones no muy comunes, €8
importante indicar cudles son los pares de elementos que
cumplen con la condicién con lo cual es posible
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identificar el dominio y la imagen de R.

Las relaciones dadas de esta manera se expresan mejor
con tablas: en la primera columna se escriben 1los

elementos del dominio y en la otra la 1imagen
correspondiente.

@ EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1. Planilla de calificaciones del Teoria de Conjuntos II en
un ciclo de estudios.

Desarrollo:

"calificaciones de”

dominio imagen
Luis ib i5
Nancy - -
Jaime i8 10
Maria i5 10
Esther 12 20
Carmen 20 8
César - -
Carlos - -

Analizando la tabla vemos que:

Dominio = {Luis, Jaime, Maria, Esther, Carmen?}
Codominio = {8,10,12,15,18,20}

Asi mismo observamos que la imagen de cada alumno es:

Im (Luis) = {12,156}
Im (Nancy)
Im (Jaime) {18, 10}
Im (Maria) {15,10}
Im (Esther) = {12,20}
Im (Carmen) = {20,8}
Im (César) = ¢

Im (Carlos) = ¢

o

Concluyendo tenemos que la imagen de cada elemento del
dominio es un conjunto de uno o mas elementos.

Solucion:

En el ejemplo propuesto el rango esté formado por las
calificaciones que pueden obtener los alumnoe, esto es
de O a 20. El alcance es el conjunto formado por todos
jos alumnos matriculados, esto es: Luis, Nancy, Jaime,
Maria, Esther, Carmen, César y Carlos.
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2. Analizando la relacién "asignaturas que toma en un
determinado ciclo de estudios”
Desarrollo:
"Matriculados en”
dominio imagen
Sonnya : Matematicas I, Estadistica, Inglés
Alba : Estadistica
Nancy ' Dibujo, Matematicas I, Fisica
Fanny H Fisica, Dibujo
Dolores H -
Carmen ' Estadistica. Fisica, Geometria
Observando la tabla vemos que:
Dominic = {Sonnya, Alba, Nancy, Fanny, Carmen}
Codominio = {Matematicas,Estadistica,Inglés,Dibujo, Fisica,
Geometrial
Solucidn:
Alcance = {Sonnya, Alba, Nancy, Fanny, Dolcres, Carmen}
Rango = {Asignaturas}
De igual forma la imagen de cada alumna es:
Im (Sonnya) = {Matemdticas I, Estadistica, Inglés)
Im (Alba) = {Estadistical}
Im (Nancy) = {Dibujo, Mateméticas I, Fisica}
Im (Fanny) = {Fisica, Dibujo}
Im (Dolores) =
Im (Carmen) = {Estadistica, Fisica, Geometria}
3. Analizando la relacidén "es maltiplo de” con alcance

igual a:
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

Desarrollo:

"es maltiplo de”

dominio imagen
1 i
2 1,2
3 1,3
4 1,2.4
5 1,5
6 1,2,3.6
7 1,7
8 1.2.4,8
9 1,3.9
10 1,2,5,10
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Solucion:

Al observar la tabla es evidente gue el dominio esta
formado por los nimeros naturales menores que 11, el
codominio por los numeros naturales menores o iguales a
10, el alcance e imagen estan formados por los mismos
elementos del dominio y codominio.

" La imagen de cada elemento es:

Im (1) = {1}

Im (2) = {1,2)

Im (3) = {1,3}

Im () = {1,565}

Im (6) = {1,2,3,6}
Im (7) = {1,7}

Im (8) = {1,2,4,8}
Im (9) = {1,3,9}

Im (10) = {1,2,5,10%}

Tabla del producto cartesiano P x Q, siendoc:
P = {1!2{334;5} Yy Q= {254’6}

Desarrollo:

P x Q
dominio imagen

2,4,6

el b b D
OO M

O WWNE
NNNNN

Solucidn:

Dominio = {1.,2,3,4,5,6}
Codominio = {Z.4,6}
Alcance = {1,2,3,4,5,6}

Rango = {2,4,52}

La imagen de cada uno de los elementos es:

Im (1) = {2,4,6}
Im (2) = {2,4.6}
Im (3) = {2,4.6}
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Im (4) = {2,4,6}
Im (5) = {2,4.6}
Im (6) = {2,4,6}

5. Si queremos dar la relacién P entre aviones A,B,C,D.E de
la compafiia TAME y las ciudades, donde hacen escala,
tendriamos la siguiente tabla:

"hace escala en”
dominio imagen

A Cuenca,. Guayaguil

B Guavagquil, Quito

C Loja, Quito, Coca

D Loja, Guayaguil

E _____
Solucién:
Dominic = {A,B,C,D,E}
Codominioc = {Cuenca, Guayaguil, Quito, Loja, Coca}
Alcance = {A,B,C.D,E}
Rango = {Cuenca, Guayaquil, @Quito, Loja, Coca}l
Podemos decir que esta forma de representar relaciones
es interminable por lo que es necesario indicar su
alcance.

2.3. RELACIONES DADAS POR FORMULAS
Para representar relaciones mediante férmulas se
utilizan signos y simbolos matematicos. Las que nos
permiten expresar en lenguaje matemdtico lo que hablamos
en lenguaje comun, asi por ejemplo:

i ie Com Fé 1

"a es mayor o igual que b" azb

“A subconjunto de B” A cC

“el tridngulo ABC es semejante con A'B'C™" a ABC & A'B°C”

"a es el doble de b" ‘ a - 2b

"3 divide a x + y" : X + ¥y

3

“la edad de x hace tres afios era” x -3
"la edad de v en 1999 sersa” vy + 4
"el conjunto A unide con el conjunto B” A UB
"a es igual a b" a=2>t

% EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Sea la relacién "el triple de un numero mas dos"”
definida en el conjunto de los numeros digitos. Hallar
la imagen de cada elemento del dominio.
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Desarrollo:

Expresamos la condicion dada mediante férmula, asi:

3% + 2

“3x + 2"
dominio imagen

02
05
08
11
14
17
20
23
26
29

CONOWNPEPO

{2} Im (2) {14}

1!

Im (0O) {B} Im (4)

{11}y Im (5) {17}

{5} Im (3)

Im (1)

Im (6) {20} Im (7) {23} 1Im (8) {26}

Im (99

{29}

Sean los conjuntos A = {Maria, Carmen, Zoila} vy
B = {7,15,20} cuya relacién es "edad de hace 4 aflos"”.
Determinar la edad actual (afio 1996) e imagen de cada
elemento del codominio.

Desarrollo:

||x + 4Il

dominio imagen
Maria (7) 11
Carmen {(15)] i9
Zoilla (20) 24

Im (Maria) = {11}

Im (Carmen) = {19}

Im (Zoila) = {24}

Sea la relacion "cubo de" definida en el conjunto de los
enteros (Z) comprendidos entre [-5....5]. Hallar la
imagen.



-4~

%3
dominio imagen
0 0
-1 -1
1 1
2 8
-2 -8
3 27
-3 =27
4 64
-4 -64
5 -1256
-5 7—125
Im (O) {0}
Im (£1) {1,-1}
Im (*x2) {B8,-81
Im (*x3) {27,-271
Im (*4) {64,-641
Im (x5) {125,-12561}

2_.4. RELACIONES DADAS POR GRAFICOS

Otras de las formas utilizadas para definir relaciones

es graficamente,

para lo cual nos servimos de los

conocimientos adquiridos en el ciclo anterior. (Teoria
de Conjuntos I, unidad referente a plano cartesiano)

% EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Representar graficamente las relaciones siguientes:

1. "El doble de" definida en los. numeros digitos.

Degarrollo:

Primeramente escribimos la relacién dada wutilizando
cualquiera de lae formas conocidas por ejemplo por medio

de tablas.



P
dominio imagen
2 1
4 2
6 3
8 4
Alcance = {0,1,2,.3,4,...9}
Rango = {0,1,2,3,4,...9}
Dominioc = {2,4,6,8}
Imagen = {1,2,3,4}

El grafico de la relacidn es:

Yy

41 .

3 °

2 4 e

14 »
bttt x
2 4 6

2. "Mayor que” definida en los naturales

N = {1,2,3,4,5,...}
Desarrollo:

La tabla que corresponde a la relacidén dada es:

"

"x >y
dominio imagen

eSO W=
NNNDNDN
WWwoow
bbb

T N
] h C o a
o,

A ]
o))
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Alcance = {N}

Rango = {N}

Imagen = {N}

Dominio = {N>1}

Grafico de la relacidn:
y

6 4 °

STL, e ©

4 1 ¢ o O

3+ " 5 o @

N R e e o o o

14+ ® & & 8 o @
p——————+ X
123456 17

"Un numerco disminuido en 5"

los Z.
Desarrollo:

La tabla gue corresponde a

la relacidn dada es:

le - 5'!
dominio imagen

-5 ~10

-4 - 9

-3 - 8

-2 - 7

-1 - 6

0 - 5

1 - 4

2 - 3

3 - 2

4 - 1

5 0
Alcance = {2}
Rango = {Z}
Imagen = {4}
Dominio = {Z}

—-44-—-

definido en el conjunto de
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Grafico de la relacion:

-4
3

-
-+
4 4
<4 &
[
—
-
w2
w
P G N
-+
-—

3
e

+a.
e« 46
. 48

. 49
. -+ 10

RECUERDE: ———nmm—wL

Que al trabajar con el conjunto de numeros naturales. la
representacion grafica son conjuntos de puntos separados
(como lo indican los ejdemplos desarrollados). Pero si
trabajamos con los nuimeros reales, se tiene como dominio
todos los puntos de cualquier semieje, dependiendo de la
relacién, asi el grafico de "menor que” tiene por
dominio todo el semieje positivo de x y estaréd formado
por todos los puntos que estén sobre la bisectriz.

EJERCICIOS

a) Sean los conjuntos A = {1,4,9,16,25} ; B = {1,2,3,4,5}
y la relacién ‘“ees_ _cuadrado de" definida en 2.

Representar en las diferentes formas:

Desarrollo:

Pares ordenadog

R = {(1s1)a(1:_1),(4’2);(45_2)9(9,3),(95"'8)’(16,4)5



b}

Por tabla
x2 = y"
dominio imagen
0 0
1 i
4 +2
9 +3
16 +4
25 5
Por gpéﬁigg
54 .
4 1 .
34 .
Z.Jr. .
t .l .
BERYT

O
24
34
4.1
5.4

Sean los conjuntos A = {1,2,3,4} ; B = {2,4,.6,8,10} vy la
relacién 'mitad de”. Definir en las diferentes formas:

Solucién:

Paresg ordenados
{(1,2),(2,4),(3,6),(4,8)1}

R =

Por férmula

X

v/2



c)
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Por tabla
vy = ys2"
dominio imagen
1 2
2 4
3 5]
4 8
p < £ 5
8 *
6 .
4' .
2 4 .
12 3 4

Representar en las diferentes formas la relacion R, de

alcance igual rango = N definida por a R b si y sblo
8i 3a>b-4 con dominic = {1,2,3}

Desarrollo:

Pares ordenados

R = {(3,5),(3.6),(6,5),(6,6),(6,7),(6,8), (6,9),(9,5)},
(9,6),(9,7),(9,8),(9,9),(9,10),(9,11),(8,12)}

Por férmula
3a > b - 4
Por tabla
"3a > b - 4"
dominio imagen
1 5,6
2 5,6,7,8,9
3 5,6,7,8,9,10,11,12
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p 4 F 5
12 L '
it 4 .
10 4 .
9 + o o
8 4 o o
71 o o
61 o o o
51 o 0 o

i i i
1 1 1
1 2 3

Representar de diferentes

alcance = Z rango = Z definida

gi a2 < b + 3 con dominilo

Desarrcllo:

Pares ordenados

R = {(£3,7),(£3.8),(x3,9)...}

Por férmula

aZ < b+ 3

formas la relacién R de

aRb, s8i y s8blo

{"35_21—15-0,1!253}

7,8,9,10,...
2,3,4,5,....
-1,0,1,2,...
-2,-1,0,1,2,...

Por tabla
"a2 < b + 3"
dominio imagen
3
+2
+1
O
Por gréafico
- - L]
L ] o L ]
L - L}
o +- [ ]
4+
L] '% L
L] T [ 3
L] - L]
[ e 4 ° L
[ 2 - @
2z9 125
h o
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ACTIVIDAD DE REFUERZO No. 2

Si degen verifique susg logros
desarrollando los ejerciclios aque le
PropOnemQs:

1. Cudl es la tabla de la relacidn: "el pais x posee
importantes minas de y", con &alcance = {paises de
América del Norte}

2. La tabla de "es capital de", alcance: {paises de América
Central}

3. Tabla de "sucesor"” alcance {1.2.3,4,5}

4. Tabla de la relacidén “es minimo de". con alcance
{1,2,3,4,5,6,7,8,81}

5. Dadas las relaciones escritas en lenguaje comun
represéntelas mediante féormula, luego reallice su tabla
y determine: Dominuio, codominio, alcance y rango.

L "mayor que' definida en {1,2,3,4,5}

* "divisor de" definida en {2,4,6,8,10}

* "cuadrado de un numerc mas la unidad” definida en

T (N<11)

* "mitad de un nUmero disminuido en dos", con
dominio:
{x/x € N pares, 6 = x = 20}

6. Representar graficamente las relaciones R de alcance

igual rango=N definida por aRb i y s6lo si:

¥ 2a £ b - 1

¥ 3a = b

* a>b + 1

* a + 2 = 3b

¥ 2a - 1 > b/2 ; codominio {1,2,3,4}
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UNIDAD 3: RELACIONES DE
EQUIVALENCIA,
PARTICIONES E
INVERSA DE UNA
RELACION

. Relaciones de

equivalencila.
Particiones.
Conjdunto Cociente.

. Relacidén inversa.

R = ((3.6))
RL ((6.3))
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i
| OBJETIVO 03 Tdentificar una relacién de equivalencia, ;

sus clases y su inversa.

3.1. Relaciones de LEgquivalencia

(GIL, José y otros, 1972)

Del conjunto de figuras geométricas. en A se ha definido
la relacién "el mismo sombreado que' .

A= {

Los pares que satisfacen la condicién dada son:

R ={

El diagrama de flechas que representa la relacibén es:




El diagrama cartesiano de la relacidn es:

En 1la representacidon de 1la relacidn A, mediante
diferentes formas, se verifica el cumplimiento de las
propiedades: reflexiva, simétrica y transitiva.

Por lo tanto R establecida en A es de eguivalencia.

EN CONGSECUENCIA ————4L

H Una relacién es de equivalencia cuando cumple
4 simulténeamente las propiedades: Reflexiva, simétrica y
i transitiva.

EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.

En el conjunto N = {1,2,3,4} se define la relacién R:
{(1,1).(2,2), (3,3),(4,4),(2,4),(4,2)} Verifique si es
de equivalencisa.

Desarrollo:

Como la relaciéon estd dada por pares, dibujemos el
diagrama de flechas para comprobar las propiedades:

1y (D
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a) REFLEXIVA

Efectivamente se cumple, porgue cada uno de
los elementos tiene su bucle.

b) SIMETRICA
Se cumple, porque los elementos tienen
aptitud para relaclonarse en un sentido ¥ en
otro.

c) TRANSITIVA

Se verifica con cada uno de loas elementos:

1) ! R1A1R1=>1R1
2) 4R2MAN2R2=>4R2

CONCLUSION

Por cumplir las propiedades antes
indicadas, es una relacidn de
equivalencia.

2. Dada la relacién "vive cerca de" definida en el conjunto
de personas. Determine si es de equivalencia.

Para analizar la relacién tomemos a 3 personas como:
José, Juan y Carlos.

SOLUCION
a) REFLEXIVA

José vive cerca de José, J R J
Juan vive cerca de Juan, J R J
Carlos vive cerca de Carlos, C R C

De lo anterior podemos decir gque no cumple la propiedad,
poraue ningun elemento se relaciona consligo miemo, ya
que ninguna persona vlive cerca de si mismo.

b) SIMETRICA

José vive cerca de Juan => Juan vive cerca de José

José R Juan => Juan R José
Si cumple

c) TRANSITIVA

José vive cerca de Juan y Juan vive cerca de -
Carlos
=>José vive cerca de Carlos.
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José R Juan A Juan R Carlos => José R Carlos
Si cumple :

CONCLUQION
Por no cumplir 1la propiedad reflexiva la
relacién "vive cerca de" no es de
equivalencia.

Dada la relacién "semejante a" definida en:
A = {
Compruebe si es de equivalencia.

Desarrolle:

a) REFLEXIVA

AN

Si cumple porque 8 R 8, a Ra. B3R B

b) SIMETRICA

/_NL

e

) o
ml

i e~

o B

A
A

Si cumple: 8 R a a R @
aRB B Ra
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c) TRANSITIVA

g8

@RGAQRB:)@RB

CONCLUSION

La relacién "semejante a" es de equivalencia
por cumplir las tres propiedades.

4. La siguiente tabla define la relacién "a < b". Verifique

sl es una relacién de equivalencia.

"a < b"
dominio codominio

M M w9 N N9

OO WN -
Qoo WKN

a) REFLEXIVA

No cumple porque ningun elemento es menor que
81 mismo. Ej: 2 < 2

b) SIMETRICA

No cumple porgue. si un elemento de, la
relacién es menor gque otro, éste no puede ser
menor que el primero. Ej: 2 < 3 => 3 < 2

c) IRANSITIVA

Cumple la propiedad porque si un elemento es
menor que un segundo y éste menor que un
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tercero; entonces, el primero €8 menor gue el
tercero. '
Ej: 2 <3AN3 <4=>2 <4

CONCLUSION

La relacidén "a < b" no es de equivalencia
porque no cumple la propiedad reflexiva ¥y
simétrica.

5. La relacién representada en el diagrama de flechaz, es
de equivalencia?

v : >(B

v v

& 9

a) REFLEXIVA |

Si cumple porque:
aRa, pRb, cRc, dRd

b) SIMETRICA

No cumrle porgue:
(a,b) € RA (b,8) € R

c) IRANSITIVA

531 cumple porgue: a R b A b R d
aRcAcRe

A4
p @
ms i)
0o

U
v

CONCLUSION
La relacién representada por el diagrama de

flechas no es de eguivalencia porgue no
cumple la propiedad simétrica.

3.2. PARTICIONES

Coneideremos el conjunto Ay = {a,b,c,d,e,f} vy los
subconjuntos:

A1 = {a,b}
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Az = {d,c}
Az = {e,f}
Al [&
a A3
b e
f
A2
d
c

La familia de conjuntos A = {Ai,Az,Az} tiene las
siguientes propiedadeg:
1. Todos los subconjuntos son distintos del vacio.

{a,b} = ¢

{d,c} = §

{e,f} = ¢
2. Dos subconjuntoe cualesgquiera de A, son disjuntos.

{a.b} N {e, £} = &

{a.b} N {d,c} = ¢

{e,f} N {d,ct = ¢
3. La unién de todos los subconjuntos es el conjunto

dado.
{a,b} U {d,c} U {e,f} = A
Cada uno de estos subconjuntos recibe el nombre de

, ¥ el conjunto integrado
por todos estos subconjuntos toma el nombre de

POR LO TANTO _—————L

3 Cuando una condunto cualquiera se descompone en
f subconjuntos que verifican las propledades indicadas se
! dice que hay una particién.

EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1. Sea P = {1,2,3,4,5,6,7,8}. Comprobar &i las siguientes
familias de conjuntos son o no particiones de P.
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A1 = {1,2,3,4}; A2 = {4,5,6}; Az = {7,8}

Br = {1,2,3}; Bz = {4,6,8}; Ba = {5}

Ci = {1,2}; Cz = {3,4}; Ca = {5,6}; Ca = {7.8}
Desarrollo:

Observe gue A1 y Az son intersecantes, puesto gque
4 € AL y 4 € Az. Entonces {Ai,Az2,A3} no es una
particidén de P.

Observe que P diferente de Bi U Bz U Bsa, porgue 7
€ P pero 7 no es elemento de la unién de los

subconjuntos. Entonces {Bi,Bz,Bas} no es una
particién de P.
Como P = €1 U Cz U Cs y los conjuntos son

disjuntos dos a dos, por lo tanto es una particidn
de P.

Halle todas las particiones de M =

Desarrollo:

Formemos las particiones:

{a,e,o0}

A1
Az
Az
Aa
As

mHupn

{{a,e,0}}
{{a}.{e}.{0}}
{{a}.{e.0}}
{{e}.{a.0}}
{{0},{e,a}}

Por lo tanto hay 5 particiones diferentes.

De acuerdo con GIL.

José, 1972, En el conjunto P se ha

establecido la relacién "tiene el mismo nimero de letras

que

"

(S

@ )

S e

\g' p— ‘)//

Observemos en el diagrama de flechas que es una relacidn
de equivalencia que determina las siguientes clases:
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Co
Cs

HHH

~5Y-

{mesa,casa,pasal
{ta,yo}
{camino,dorado}

Estas clases son subconjuntos de P que cumplen las
propiedades de la particidn:

i.~-
2 -
3.~

Todos son distintos del vacio.

Son disjuntos dos a dos.

Le. unidn de todos los subconjuntos es el
conjunto P.

Por lo tanto, los subconjuntos Ci, Cz2 y
Ca constituyen una. particidn del
conjunto P. -

4. LONDORQ, Nelson, 1991 propone este ejemplo:

Sea el conjunto M que se grafica a continuacidn, el cual
ha sido partido en subconjuntos P, X; Y, Z.

- La relacidén "estar en el mismo subconjunto' es una
relacidn de equivalencia definida en M. (Por qué?.

- Decir 2i los elementos 1 y 3 son eguivalentes.

- Decir si los elementos 3 y 5 son equivalentes.

- Decir =i los elementos 9 y 11 son equivalentes.

- Cudles son los subconjuntos.

SOLUCTION

b3

¥ ¥

La relacién "estar en el mismo subconjunto”
s1 es de equivalencia porque es reflexiva,
simétrica y transitiva.

Los elementos 1 y 3 no son equivalentes.

Los elementos 3 y 5 no son equivalentes.

Los elementos 9 y 11 Bi son equivalentes,
porque se encuentran en el mismo subconjunto.
Los sukconjuntos son:
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{3}
{1}

{4,5,7}

N o<
"

{9,11}

H

CONJUNTO COCIENTE

Para HERNANDEZ. Francisco y otros 1982, el conjunto
formado por todas las clases de equivalencia recibe el

nombre de Conjunto Cociente y se representa por A/R (la
letra A variard segin el nombre que reciba el conjunto

donde se produce la relacién de equivalencia).

Hay que hacer notar gue el conjunto A y el A/R son el
mismo conjunto. La diferencia estriba en que se prefiere
la notacidén A/R cuando se trata de poner de manifiesto
gque los elementos de A han sido clasificados segun
clases de equivalencia. Lo que se expresa asi:

A/R = {A1, Az, Az, Aa}
RELACION INVERSA O RECIPROCA

Dada la relacién "“doble de" definida en el conjunto-de
los numeroes naturales pares menores gque 22.

DESARRQLLO: .

Formamos la relacién que cumple con la condiciédn:

R = {(2,1),(4,2),(6,3),(8,4),(10,5),(12,6), (14,7).,

Si invertimos el orden de los elementos de los pares
ordenados de la R, obtenemos la relacié6n reciproca la
misma que la representamos por: R—%, asi:

R-1 = {(132);(2;4)9(3:6)’(498)9(5910)’(6:12)3(7~14—):
(8,16),(9,18),(10,20)}

La relacion "“doble de" es cierta si y sé6lo si a es
"mitad de" son reciprocas o inversas una de la otra.
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POR LO TANTO —L |

La inversa de una relacién R es otra relacibdn que
simbélicamente le asignamos R-1, dada por:

a R-2* b <=>bRa

si sabemos cuales son los pares que cumplen R sabemos
entonces cuales son los que cumplen R-3, o sea que las
dos relaciones estan bien definidas.

& EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1. Si la relacién R es "madre de”, la relacidn inversa es:
R-1* "hija de"

2. Si la relacidén R es "cubo de" entre N 1la relacidn
inversa es "'raiz cubica”

3. Si la relacién R es "profesor de" la relacién inversa es
R-1 es "alumno de"

4. Si la relaci6én R = {(7,6),(7,5),(7,4),(7,3)} la relacidn
inversa es R-1 = {(6,7),(5,7),(4,7),(3,7)}

5. Si R estd dada por la siguiente tabla:
R R-21
1 1,2 i 1.3
2 2,3 su inversa es 2 1,2,3
3 1.2,3 3 2,3

La inversa de una relacién dada por la tabla se forma de
la siguiente manera:

En la primera columna de la tabla de R-1 se escribe
todos los elementos que estédn en la segunda columna de
la tabla de R, uno de cada fila, como se tiene en la
tabla, si escogemos un elemento del dominio, por ejemplo
3., escribimos a su derecha todos los de la primera
columna de R que aparecian en las mismas filas en que
estaba el numero 3.

Por lo tanto el dominio de R-1 es la imagen de R y
viceversa; y también alcance de R~1 es igual a rango de
R y rango de R-* igual alcance de R.



ACTIVIDAD DE REFUERZO No. 3

81 degea verifique gus logrog
degarrollandg logs ederciciog aue le

DPropOonemck .

Verifique si las siguientes relaciones son = de
equivalencia:

a) "estar en la misma universidad”

b) "estudiar la misma asignatura”

c) "tiene el mismo nimero de péginas que" -~
d) "hermano de” ' :

e) R= {(x,y)/x ANy son 2 y > x}

Forme todas las particiones posibles con los elementos
del conjunto B = {2,4,6,8}

Con el conjunto M = {1,2,3,4,5,6} diga Bl la siguiente
familia de conjuntos son o no particiones de M. Expligue
la razédn.

Aa :{{1}’{:3’4’5}}

Az = {{1,3,5},{2},{6},{41}}
Az = {{1,2},{3,4},{6}}

Aa = {{1.2},{3.,41,{5,61}}
As = {1,29354,5’6}

Diga si el siguiente grafico corresponde a una particidn
del conjunto A. Explique su respuesta:

A

Dadas las relaciones, determine su reciproca.

a)
R

30
&~
¥ w v



b) "x es mas pobre que y'" entre personas.
c) "x es mis pequefio que y' entre personas.
d) "x es igual a y" en los N.

e) "X e anterior a y" en los N

) R = {(3,1),(6,2),(9,3),(12,4),(15,5)}

—-63—
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UNIDAD 4: RELACICNES DE ORDEN

4.1.
4.2,
4.3.

4.4.

@Qué es un crden
Orden natural de N
Primero y ultimo
elemento

Tipos de orden
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?OBJETIVO 04 Identificar y determinar el orden de una
! relacién, asi como el primero y Gltimo
elemento respectivamente.

4.1. (QUE ES UN ORDEN?
(VARSAVSKY, Oscar, 1985)

Muchas veces los elementos de wun conjunto estan
ordenados. Asi, si A = {cine, circo, TV, futboll}, los
elementos de A estdn escritos en un cierto orden. de
izquierda a derecha: primero cine, segundo circo, etc.
Este orden podrd representar las preferencias de un
sefior X. por esos espectdculos: tiene mayor preferencia
por el cine, el circo, etc.

Otro sefior puede tener preferencias distintas, ¥y
ordenaria a los mismos elementos de distinta forma.

Un mismo conjunto se puede ordenar de diferentes
maneras.

Estamos usando la palabra "orden"” sin haber dicho
todavia exactamente qué significa, c mejor dicho, cudndo
la vamos a usar. Justamente estamos tratando de ver cuial
es 1la definicién més conveniente de este tema tan
conocido.

En primer lugar, estd claro que debemos llamar "orden”
a una relacién. En un orden siempre interviene un par
ordenado de cbjetos: "a me gusta mds gue b"; "a es mayor
que b"; "a estd a la izquierda de b", etc.

Muchas veces entonces, un orden podrd darse con una
tabla. Por ejemplo el orden de preferencias del sefior X



-B66-

es una relacién de alcance y rango A, representada por
tabla., tenemos:

cine circo, TV, futbol
circo TV, fatbol

TV - futbol

fatbol | ee—e-

Representaremos pues a los 6rdenes por letras y otros
simbolos, como a las relaciones en general. Si R es un
orden, a R b significa que a estd apntes que b en el
orden de R, o lo que es lo mismo: b estd desprués de a,

o es poglerior a a.

Pero, ({(Cuédles relaciones son de orden v cuales no?.

Tratemos de ordenar a los alumnos de esta divigidn por
su méritos como estudiantes. Llamemos M a la relacidn
"mejor alumno que'. Hay muchas formas de definir cuando
Juan es mejor alumno gue Pedro; una de las que menos
discusiones despertaria es quizd ésta: a M b significa
que el alumno a tiene en cada materia meJjor promedio que
b.

4Es M un orden?. Talvez no todos estén de acuerdo, pues
tiene el inconveniente que si, por ejemplo, P tiene
mejor promedio gque q en Historla, pero peor promedio en
Geografia, entonces ya no se podréd decir que uno de los
dos es mejor que €l otro: ni pM g ni g M p.

La relacién sucesor, S, parece un orden, pero tiene el
inconveniente gque aunque el sucesor de 20 es 21, y el de
21 es 22, no es verdad que 22 sea el sucesgsor de 20. S no
es transitiva. '

En nuestro concepto de orden éste es un inconveniente
muy importante: si a es anterior a b y b es anterior a
¢, entonces a tiene gue ser anterior a ¢. 5i no, no vale
la pena hablar de orden. )

® EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1. Sea el conjunto formado por algunos colores.
A = {rojo, negro, amarilloc, verde, azul, café}
Desarrollo:

A este conjuhto lo-podemos ordenar de diferentes formas,
segin la preferencia que tengan las persconas por los
diferentes colores.

El orden de preferencia de Maria, Carmen, Rosa, Sonia,
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Esther la expresamos mediante la siguiente tabla.

Maria amarillo, verde, azul, negro, rodo
Carmen negro, rojo, azul

Rosa rojo, azul, café

Sonia azul, café, negro

Esther | -—-——=—- ~

4.2.

Sea el conjunto de los diferentes colegios de la ciudad
de Loja y la relacién "ingresa a”

B = {Adolfo, Dolorosa, Manuel Cabrera, Bernardo, Daniel
Alvarez} '

Desarrollo:

El orden en que se ubiquen los establecimientos
educativos estaria de acuerdo a la preferencia de cada
uno de los estudiantes. :

El1 orden de preferencia de los alumnos u,X,y,Z lo
expresamos asi:

{Manuel Cabrera, Bernardo, Adolfo}
{Dolorosa, Daniel Alvarez, Adolfo}
{Daniel Alvarez, Dolorosa, Manuel Cabrera}
{Adolfo, Manuel Cabrera, Bernardo}

N X o
o

La relacién "doble de” parece un orden pero si 1lo
analizamos detenidamente observamos queé no cumple la
propiedad transitiva.

Ei: 8 es doble de 4 A 4 es doble de 2 pero
8 no es doble de 2

En consecuencia: “"doble de” no es un orden

NOTA: Toda relacién para que sea de orden debe ser
transitiva. Lo cual lo trataremos en el
cuarto segmento de esta unidad.

ORDEN NATURAL DE N
(VARSAVSKY, Oscar, 1985)

Cuando pensamos en los nimeros naturales N, los pensamos
ordenados segun la relacién <: 1,2,3,... Pero, (cOmo se
sabe cudl ez el menor de dos numeros naturales?. Es
f5cil decir que el menor es el gue aparece antes en la
sucesidén 1,2,3,...pero eso no es muy practico para
numeros grandes. '
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Si quiero comprar 1375855 con 976667 no necesito, por
suerte, contar demsde 1 para ver cudl de los dos aparece
primero. Hay una regla prdctica, basada en gque es muy
facil comparar entre 81 los digitos:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. La regla es:

1. Contar las cifras de los dos ntmeros; si uno de
ellos tiene mas cifras que el otro, es el mayor.
2. Si +ienen igual numerc de cifras, comparar la

primera cifra de la izguierda. Si son distintas,
la mayor es la del numero mayor.

3. Si las primeras cifras coinciden, comparar las
segundas, y asi sucesivamente.

Estas reglas, en las que hay que hacer cosas distintas
segan que algo ocurra o no, es mejor representarlas por
diagramas de flujo para gue no haya confusidon. Estos
diagramas son cada vez mas importantes en todas las
asctividades técnicas, porgue permiten dar una serie de
instrucciones complicadas pasoc a paso y 8in que haya
dudas.

Por ejemplo, la regla gue acabamos de dar para averiguar
cudl de los dos numeros b o ¢ es el mayor, sabiendo
comparar numero de cifras y digitos, tiene un diagrama
asi:

(n b y ¢ uenen 1gv
of

&

comparar 1a primera cifra de
l]niqnicdagibyc J

20 *3 sy ot ol algiEro qee
ioito ay

5

R

Si por ejemplo b = 7346 y ¢ = 7350, salimos de (1) por
gi. En (3) comparasmos 7 con 7 y por lo tanto salimos de
(4) por gi vy de (6) por gi. En (8) comparamos 3 con 3y
la flecha nos hace volver a la pregunta (4), de la que
salimos por gi y damos una vuelta més. Pero ahora
estamos comparando 4 con 5, de modo que salimos por no
y terminamos en qgue c > b..

Notese como mos arreglamos para representar el "y asi
sucesgivamente” de la instruccién tercera: o sea correrse
un lugar a la derecha y hacer lo mismo que antes. Eso se
indica con la flecha que vuelve de (8) a la pregunta
(4): "¢son estos digitos iguales?” y de la cual salen
dos flechas distintas, segun .la contestacioén.
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Ademds hemos incluido la posibilidad de que los dos
nameros fueran iguales. Eso se ve comparando
sucesivamente sus cifras de izquierda a derecha. 5i
b = ¢, al llegar al cuadro 4, siempre se sale por flecha
“g{". Mientras queden cifras a la derecha, se vuelve a
(4). Cuando no guedan mas, se sale de (6) por la fiecha

0" "

no", que nos lleva a la conclusién b = c.

Esta relacién < se llama el orden patural de N. Es un
orden total: si dos numeros son diferentes uno de ellos
es menor que el otro. Tiene ademds una propiedad
importante: cada numero tiene un siguiente: un nmero
mayor pero tal gque entre los dos no hay ningan otro
32 > 31, y no hay ningin n € N tal que 31 < n < 32.

Si admitimos fracciones eso no ocurre: entre dos
fracciones siempre hay otra. Tampoco hay siguiente para
dos puntos de una recta horizontal ordenados de
izquierda a derecha.

PRIMERO Y OLTIMO ELEMENTO

En todo esto hemos utilizado repetidas veces la idea de
"primero’, que conviene definir para un orden
cualquiera. Vamos también a definir "Mltimo".

Si R es un orden del conjunto A, y p, €8 un elemento de
A que cumple p R x para todos los otros elementos x de
A, diremos gue p es el primer elemento de A, segitn R.

Si uw € A y cumple x R u para otro elemento x de A,
diremcs que u es el 0ltimo elemento de A, segin R.

El primer elemento es anterior a todos y el Gltimo es
posterior a todos.

En N ordenado por £ el primer elemento es 1. En cambio
no hay 1ultimo elemento: para cualquire nimero dado
siempre hay otro mayor.

Ordenando N, por la relacién = ocurre lo contrario: no
hay primer elemento, vy 1 es el Gltimo.

Si ordenamos los puntos de una recta horizontal de
jzquierda a derecha, no hay el primero ni ultimo
elementos.

Ordenandce los conjuntos por inclusidén, hay primer
elemento: es ¢, y también hay ultimo: ees el conjunto
universal I. Ussndo > en vez de c para ordenar, ¢ pasa
a ser ultimo e I primero. '

Si ordenamos N por la relacién "maltiplo”, que da un
orden parcial, no hay primer elemento, pues no hay
ningin numero gue sea miltiplo de todos. En cambio hay
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nltimo: es 1, pues x 1 para cualguier x.
Si agregamos el cero, la extensidn tiene ahora

primer elemento, pues O es miltiplo de todos los
numeros, en No. '

EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.

*k I H K ¥

Identifique el lo. y Gltimo elemento del conjunto.:
@ = {1,2,8,4} ordenado:

a. Como estd escrito de derecha a izquierda
b. Por la relacién "miltiplo de”

c. "Menor o igual que”

d. “"Mayor o igual que”

Desarrollo:
Primero Ultimo
* de derecha a izquierda 4 1
* "maltiplo de” 8 1
¥ “menor o igual que” 1 8
¥ "mayor o igual que"” 8 1

Identifique el lo. y ultimo elemento del conjunto:
P =4{ x/%x € N < 21 } ordenadorpor:

a. maltiplos de 2

b. maltiplos de 3

c. divisores de 10
d. maltiplos de 5

e. sucesor de

f. Numeros primos

Desarrollo:
Tabulamos el conjunto dado:

pP={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20}

Primero Ultimo
miltiplos de 2 2 20
maltiplos de 3 3 18
divisores de 10 1 10
maltiplos de 5 5 20
numeros primos 2 19



-71-

4.4. RELACION DE ORDEN

Una relacidn R se denomina un grden en un conjunto A, si
cumple con las propiedades: ,

Antisimétrica: a Rb AbRa =>a=Dbod
aRbADbDRa ==a®hbh

Transitiva: aRb bRe =>aRc

Si wuna relacién R cumple con las propiedades antes
indicadas se denomina Qrden Estricto; pero si el cumple
con la propiedad reflexiva se llama Orden no Estricto.

Si existen elementos que no estan relacionados entre si
(elementos incomparables) el orden es Parcial v si los
elementos son comparables o cumple la ley de tricotomia
a Rbo6bRa=>a®*bel orden es Total

g EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Dados los siguientes ejercicios. Determine el orden al que
corresponden:

1.

La relacién "mayor que' establecida en el conjunto:
B = {"2)_1,05152}
Desarrollo:

Representemos en un diagrama de flechas la relacién:

“2& 1

M\O /'A
AN

Observamos inmediatamente que la relacidén "mayor que”
cumple las propledades: '

1

2

Antisimétrica porque no hay flechas en doble sentido,
es decilr si tomamos el par:

(2,1) €e RA (1,2) € R
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Transitiva porque por cada par de flechas
consecutivas hay otra que une el
origen de la primera con el extremo
de la segunda, eg decir:

2> -1A-1>-2 = 2>-2

es un orden estricto

Sea la relacidén "anterior a" definida en N.

Desarrollo:

Reflexiva No cumple porque ningitn numero es
anterior a si mismo.
Ej: 2 R 2

Antisimétrica Si se cumple porgue todo numero que es
anterior a otro; éste no puede estar
antes que el primero.

Ej: 3R4AN4R3

Transitiva Si se cumple porque si un numero es
anterior que otro numero y éste anterior
que un tercero, entonces el primero es
anterior al tercero: :

Ei: 3 R4A4R5 => 3RS

Luego es una relacién de orden estricto
por cumplir las propliedades
antisimétrica y transitiva.

Analicemos si el ejemplo dado es de orden total o
parcial, para lo cual debemos tener presente que cumpla
una de las premisas a R b 6 b R a con dos elementos
cualesquiera. Si elegimos por ejemplo dos elementos, el
7 v el 3 vemos que la premisa 7 antes que 3 no se cumple
pero =21 revés -3 antes que 7 s8i se cumple. Luego
extendiendo este concepto a todos los elementos de N,
siempre se cumple una de las dos premisas, por lo tanto

se trata definitivamente de un orden total.

La relacién R = {(2,4),(4,5),(2,5)} definida en el
conjunto B={2,4,5} ) '

Desarrollo:

Analicemos las propiedades que cumple la relacién dada.

2 4

(2,4) € R A (4,2) € R
(4,5 e RA (6,4) € R
por lo tanto cumple la propiedad.
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Irangitiva
: 2 R4MAN4RDH == 2RS5

por lo tanto cumple la propiedad.

Fn consecuencia la relacién dada es de orden estricto.

La relacién "mayor o igual que’” definida en el conjunto:
B={(-2,-1,0,1,2}

Desarrollo:

Representemoé la relacién dada en un diagrama de flechas
asi: :

~y my

D -1

AR T A
0

Js— 2

El diagrama de flechas cumple las propiedades:

Reflexiva Porque todo numero es igual a si mismo,
luego todo numero serd mayor o igual que
el mismo (va que la relacién mayor o
igual significa gque 2 numeros estan
relacionados siempre que uno sea mayor
- gque el otro o bien que sean iguales).

Antisimétrica poraue si a =2 b A b =2 a necesarismente

a=o>=

Transitiva Porque 81 a 2 b A b = ¢ ello implica que
a 2 b por lo tanto e sun orden no
estricto.

Dada la relacién “"es més pobre que” definida entre
personas. :

Desarrollo:

Analicemos las propiedades que cumple la relacidén dada:

Antisimétrica Si una persona es mas pobre que otra, es
imposible que ésta sea mds pobre que la
primera:

aRbADbRa .
por lo tantc cumple la propiedad.
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Transitiva Si una persona es mas pobre gque una
segunda y ésta mas pobre que una
tercera, entonces la primera es mas
pobre que la tercera:
aRbAbRec == aRec
por lo tanto cumple la propiedad

En consecuencia la relacién '"es més pobre que” es de
orden estricto.

La relaCién R = {(494),(5,5)s(6y8)’(4"5):(6’5)3(6’4)}
definida en el conjunto A = {4,5,6}

Desarrollo:

Representemcs la relacién dada en un diagrama de
flechas.

@V 5V
/]
Reflexiva Cumple la propiedad porgque cada elemento
se relaciona consigo mismo.
(4,4) € R
(£,b) € R
(6,6) € R
Antisimétrica Cumple la propiedad ﬁorque:

(4,5) € RA (5,4) € R
(6,5) € RAN (5,68) € R
(6,4) € RA (4,6) € R

Transitiva Cumple la propiedad porque:
(4,4) € RA (4,5) € R => (4.,b) € R
(6,4) € RA (4,5) e R => (6,5) € R
(4,5) ¢ RA (5,6 € R => (4,5) € R

En consecuencia la relacidén dada es de
orden no estricto.
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Sea la relacidén "miultiplo de” definida en el conijunto:
A= {(12.6,3,1}

Desarrollo:

Formemos la relacién con la condicién dada:

R = {(12112)5(6!6),<373)y(1)l),(12,6)5 (853)3 (12y3)’
(12,1),(3,1).(6,1)1}

Reflexiva Cumple porque todo numerc es maltiplo de
8i mismo: '
(12,12) € R
(6,6) € R
(3,3) € R
(1,1) € R

Antigimétrica Cumple porque si un numero es multiplo

‘ de otro., éste no puede ser miltiplo del

primero:

(12,6) € R A (6,12) € R
(6,3) € RA (3,6) € R
(12,3 € R A (3,12) € R

Transitiva Si cumple:
(12,.6) € R A (6,3) € R => (12,3) € R
(6,6) € RA (6,3) €e R=> (6,3) €R
(6.1) € RA (1.1) €¢ R => (6,1) € R

por lo tanto es un orden eatricto total.

En general, la relacién "maltiplo de"” definida en R es
un orden no estricto parcial porque existen elementos
incomparables. En el ejemplo propuesto vemos gue es de
orden no estricto total porque se ha limitado el
conjunto.

La relacién "divisor de" definida en el siguiente
diagrama:

)
A

N ~
4
N




Desarrollo:

T ! v
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Cumple la propiedad porque todo numero
es divisor de si mismo.

2.2) € R

(4,4) € R

Cumple porque si un numero es divisor de
otro, éste no puede sger divisor del
primero.

(2,4) € RN (4,2) € R

(4,8) € RA (8,4) € R

Cumple porque si un numero es divisor de
otro y éste divisor de un tercero,
entonces el primero es divisor del
tercero:

(2,4) € R A (4,8) € R => (2,8) € R
(2.8 ¢e RA (B.,16) ¢ R => (2,16) € R

Por 1lo tanto 'divisor de" es una
relacién de orden no estricto.

Dada la relacidn "menor o igual que” definida en:

Z = {---9-29—1’031:2’---}
Desarrollo:
Reflexiva Cumple la propiedad porque:

total.

10.

-2 R -2
2R 2

Cumple la propiedad porgue:
-2 R3A3R -2
2 R2A2R 2 <«<=> & =>b

Cumple con "la propiedad porque:
-2 3 A3 R => -2 R 4
0 1AN1R 1 => 0 R -1

Por lo tanto es un orden no estricto

Dado el conjunto B = {5,6,10,20} vy la relacién “"divide

a

Desarrollo:

Formemos la relacién que cumple con la condicién dada:

R={(5,10).(5,20),(10,20),(5,5),(6,6),(10,10),(20,20)}
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12.
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G G
v =
O] 20

Al observar el diagrama de flechas se verifica que
cumple las siguientes propiedades:

Reflexivsa 5 R b5
Antisimétricae 5 R 10 A 10 R 5
Transitiva 5 R 10 A 10 R 20 => 5 R 20

Sin embargo, se puede ver que hay elementos que no estdn
unidos vor flechas, es decir que no estan relacionados
entre si; estos elementos se denominan incomparables.

Por lo tanto la relacién dada es de orden no estricto
parcial.

La relacidén "estar a la izquierda de” definida en los
puntos de una recta horizontal.

Desarrollo:

Sea la recta 1 en la que ubicamos los siguientes puntos:

* %
F H

-2 3

Reflexiva No es reflexiva porgue ninglin punto esta
a la izgquierda de si mismo.
Ei: FRF

Antigimétrica Si cumple:
FRHAHRTF

Trangitiva 5i cumple:
ARFAFRH = ARH

Por cumplir las propiedades antisimétrica y transitiva,
es un orden estricto total.

Dados los conjuntos: A = {a,e,i}, B = {a,e,d,f,i}
C={a,b,c,d,e,f,g,i} y la relacién "incluidoc en”
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Desarrollo:

Representemos gréficamente la relacidn dada:

Reflexiva Si cumple porque todo conjunto es
subconjunto de s8i mismo.
AcA; BcB: CcC

Antisimétrica ©Si cumple:
AcBAB A

TIransitiva Si cumple:
AcBecBcC => AcC

Por lo tanto e suna relacién de orden no
estricto total.



ACTIVIDAD DE REFUERZO

51 degen, verlifiaue

% % % % ¥

Proponemos:

Con los elementos del conjunto:

P={1,2,3,4,5,...}. Ordene el conjunto de acuerdo a las
siguientes condiciones:

miltiplos de 2
mGltiplos de 3
divisores de 15
divisores de 20
mitad de 10

Luego analice si se trata de Ordenes.

Escriba 3 ejemplos de cantidades de 7 cifras que cumplen
con la primera regla.

Escriba 3 ejemplos de cantidades de 8 cifras que cumplan
con la segunda regla.

Escribir 3 ejemplos de cantidades de 9 cifras que
cumplan con la tercera regla.

Escriba el primero y ultimo elementos de cada uno de los
siguientes conjuntos:

a) numeros naturales

b) partes de una planta

c) consonantes

d) puntos de una semirecta

e) elementos quimicos

f) planetas del sistema solar

Dadas las siguientes relaciones haga un andlisis de cada
una, luego indique el orden al gque pertenecen (8l es
orden).

a) "a es mas rico gque b"” entre personas
b) "a murié antes que b" entre personas
c) "a es mas alto que b" entre personas

. d) R = {(1,2),(1,1),(2,3),(2,2),(1,3),(3,3)3

e) "a es mads débil que b" entre animales
f) “x es menor que y' en los enteros (Z)
g) "maltiplo de” en los reales.
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RESUMEN

RELACION

Una relacidén de un conjunto A es un conjuntec B es el conjunto
R de pares ordenados que satisfacen una regla, condiclidn o
propiedad tales que., el primer elementc pertenece a A y el
segundo elemento pertenece a B.

“

Rec A XB
PARTES DE UNA RELACION

1. Condunto de partida o alcance.- Formado por todos los
elementog que pertenecen

al primer conjunto (A).

2. Conjunto de Jlegada o rapgo.- Formado por todos los
) elementos que pertenecen

al segundo condjunto (B).

3. Dominig.- Formado por las primeras componentes de los
pares ordenados que cumplen con la condicién
deda: Dm € A

Formado por las
8 e g unda s
componentes de los
pares ordenadosg que
cumplan con l1a
condicion. Im ¢ B

Representando grarficamente:

relacidn

dominia
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" PROPIEDADES DE UNA RELACION

REFLEXIVA

Si cada elemento a € A estd relacionado consigo mismo a

SIMETRICA

Si a estd relacionado con b, entonces b estd relacionado con
o _

TRANSITIVA

S5i a estda relacionado con b y b estd relacionado con c,
entonces a estd relacionado con c.

a >b

N £

FORMAS PARA DEFINIR RELACIONES

A las relaciones se las puede definir de las siguientes
formas:

a) Por descripciones comunes.
b) Mediante tablas.

¢) Por medio de férmulas.

d) Por representacidén gréafica.

‘RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Una relacién R es de equivalencia si cumple simultéaneamente
las propiedades: reflexiva, simétrica y transitiva.

Toda relacién de equivalencia definida en un éonjunto permite
efectuar una particién en dicho conjunto en partes o clases
de equivalencia. .
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En efecto, resulta que toda relacién de equivalencia parte al
conjunto sobre el que esta definida, en subconjuntos que
cumplen las siguientes propiedades:

1.- Todos son distintos del vacio.

2.- Son disjuntos dos a dos.

3.- La unién de todos los subconjuntos es el conjunto
original.

El conjunto formado por todas las clases de equivalencia

recibe el nombre de Conjunto Cociente.
RELACIONES DE ORDEN

Antisimétrics

Trapsitive

| O.Estricto |
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R _
A\“/A VALORE SUS CONOCIMIERTOS
No.1l
i OBJETIVO O1 Determine el dominio, imagen y 1las
: propiedades de una relacién binaria.

A continuacién le presentamos el siguiente cuestionario.
conteste siguiendo las instrucciones que anteceden a cada
parte.

A.

B.

Escriba en el paréntesis correspondiente una (V) s8i el
enunciado es verdadero o una (F) si es falso.

1.¢

o s WM

)

Relacidén es el conjunto formado por las
primeras componentes de los pares ordenados
gue cumplen una condicion.

El dominio es un subconjunto del alcance.
Relacién es un conjunto de pares ordenados
cuyas componentes cumplen con una condlcidn.
La imagen es un subconjunto del alcance.

Una relacién es reflexiva cuando esta
relacionada consligo mismo.

Una relacién es antisimétrica cuando los
pares de elementos estd unidos por dobles
flechas. :

La forma simbélica de la relacién transitiva
es:

aRbAbRc => bRec .

El diagrama cartesiano cumple la propiedad
simétrica.

Encierre en un circulo el literal gque corresponde a la
respuesta correcta.

9.

El dominio de la siguiente relacidn es:

{(158')’(1,8)’(2,1),(4’0)’(5’0)}
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a. {a,e,i,o0}
b. {a,e,i,o,ul}
Cc. {1,213’4!5}
d. {1,2,4,5}
10. El codominic de la siguiente relacidn
R2 = {(152)5(171)’(1:3)5(2’3),(3:4)}5 es:
a. {1,3,4} '
b. {1.2,3,4}
c. {1,2,3,b1
d. {1,2,3}

11i. Las propiedades gque se cumplen en el diagrama
siguiente son:

7

a. reflexiva

b. transitiva
c. simétrica

d. antisimétrica

OBJETIVO 02 Representar una relacién de diferentes
- formas.

A continuacién le presentamos el siguiente cuestionario,
conteste siguiendo las instrucciones que anteceden a cada
parte.

A. Escriba diez rzlaciones que estén definidas por
expresiones comvnes, referidas a hechos actuales.

B. Propuesta la siguiente tabla determine:

12. El dominio
13. Codomonio
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14. Alcance
15. Rango
16. Imagen de 4 y 5 31endo la relacién "a > b"

"a > b"
dominio imagen

1 0,-1,-2,-3,-4,.

2 O,vl,—Z, 3,...

3 2,1,0, 1.-2,3,...
4 3~2,1’0’ 1,—2!----
5 4,3,2,1,0,-1,...
6 5,4,3,2,1,0,.

Escriba en el paréntesis correspondiente una (V) si el
enunciado es verdadero o una (F) si es falso.

17. () En la primera columna de una tabla se escribe
los elementos del codominio.
18. () Las presentaciones gréaficas cuando se

trabajan con numeros naturales son conjuntos
de puntos separados.

19. () Una relacitén se la puede definir por medio
del producto cartesiano. .

20. () Para 1la representacién grédfica de una R
utilizamos los diagramas de flechas. .

21. () Una relscién se la puede definir por medic de
formulas y graficamente.

22. () La relacién "perpendicular a'" simbélicamente
se representa a // b
23. () La formula correspondiente a "cuadrado de un

numero disminuido en su duplo es a2 + 2a”
24. () La tabla de la relacidén "a < b" de alcance y,
rango igual naturales y dominio {3,4,5}

ila < 'bll
dominio imagen
3 4,5
4 5,6
5 6,7

Marque con una (X) en el paréntesis correspondiente la
respuesta correcta.

25. () El grafico que corresponde - a la relacién
4a = 2b con dominio {2,3,4} es:
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ot @
L

@)
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La tabla que pertenece a la relacién minimo
comun miltiplo con dominio = {60,150.168} es:
dominio imagen dominio imagen dominio imagen
80 20,30,60 80 20,30,60 60 20,60,90
150 10,15,25 150 10,15,25 150 10,15,256
168 B,12.,14 168 8,12,14 168 8,12,14
a ( ) b ( ) c ( )

OBJETIVO 03

Identificar una relacidén de equivalencia.

sus clases y su inversa.

1

A. Sefiale con una (X) en el paréntesis correspondiente, la
respuesta correcta. : ;
27. Las propiedades que cumple una relacidén de
equivalencia son:
a. ( ) antisimétrica
b. ( } reflexiva
c. ( ) conmutativa
d. ( ) transitiva
e. ( ) invertiva
f. ( ) simétrica
28. Cuéles de las siguientes relaciones son de
equivalencia:
a. () Ri1 = {(a,b),(a,a),(b,c),(b,b),(c,c)}
b. ( ) Rz = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d)}
ce. ( ) Ra = {(1,1)}
d. | ) Ra = {(1’2)9(1’1)3(133)}
: 29. Una de las siguientes relaciones es de
equivalencia:
a. () "es pariente de” definida entre
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personas.

b. ( ) "a > b" en N.

c. () “a es abuelo de"” entre perscnas.

d. ( ) “tiene el mismo numero de letras que”

entre palabras.

Cusl de las siguientes relaciones es la inversa
de:

R = {(3,5),(2,4),(1,3),(7,8)}

31.

32.

{(5.3),(4,2),(3,1),(7,8)2
{(3,5),(4,2),(3,1),(8,7)1
{(5’3),(4"2)’(3’1)’(8,7)}

a. ( ) R-2
b. ( ) R—2
c. ( ) R—1%

thoun

Forme todas las particiones posibles del conjunto,
siendo: M = {1,3,56,7,9}

Forme la reciproca de la siguilente tabla:

R

o O >
o aa N
W
NN
'...l

OBJETIVO

c4 identificar y determinar el orden de una
relacidn, asi como el primero ¥y ultimo
elemento, respectivamente.

En el

paréntesis que precede a cada conjunto, escriba la

letra que corresponde a la condicién que lo caracteriza
a cada orden:

) 1,2,3.4 A mayor que
y 1,2,6,12 B maltiplo de
y 10,9,8,7,6 C divisor de
Yy 8,4,2.1 ‘ D menor que

E mitad de

Escriba el simbolo correcto mayor que, menor que, O
. igual gque entre cada par de cantidades:

37.
38.
39.
40.
41.

222272 222222
84328 74328
398534 363421
555332 55533
8576123 . 8576123

Determine el primero y ultimo elementos de cada uno de
los siguientes conjuntos de acuerdo a la condicidén que
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se establece.

44.
45.

Primero Ultimo
-2,-1,0,...} "mayor que"”
{7,3,4,5,1,2.8} "sucesor de'
{4,3,0,2.5,1} "antecesor de”

{0,1,9,8,2,5,4, 7 3,61}

"numeros PI‘lmOS

Escriba una (X) en el paréntesis que corresponde a la
respuesta correcta.

46.

47.

De la lista de propiedades que se escriben a
continuacién, cudles corresponden a un orden no
estricto.

a. Simétrica

b. Antisimétrica

c. Ley de tricotomia
d. Transitiva

e. Reflexiva

Cudl de las relaciones pertenece a un orden no
estricto.

a. "es madre de” defl 1ida entre personas. ¢ )
b. "es paralelo a" definida entre rectas. ( )
C. "tienen el mismo nUmero de letras gque”

definida entre palabras. «
d. "es mayor que’' definida en N. ¢ )

Escriba un ejemplo de cada una de las relaciones.

48. Orden estricto

49. Orden no estricto

50. Orden estricto total

51. Orden no estricto parcial

Compare las respuestas de la autoevalu501on con las del
golucionario.
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CLAVE DE RESPUESTAS

Objeti 01
A. 1. (F) Esta corresponde al dominio de una relacién.
2. (V)
3. (V)
4. (F) Porque la imagen es un subconjunto del rango.
5. (V)
6. (F) Porque ésta corresponde a una relacioén
simétrica.
7. (F) La forma simbdlica es: a Rb A b Rc =>
a Rec
8. (V)
B. 9. d
10. b
11. a,b.c
Obiet] 02
B. 12. Dominio = N < 7
13. Codominio = Z
14, Alcance = N
i5. Rango = 2
1i6. Im (4) = {3,2.1,0,-1,...1}
17. Im (5) = {4,3,2,0,-1,...12
C. 18. (F) Es falsa porque en la primera
columna de una tabla se anota el
dominio. :
19. (V)
20. (F) Es falsa porque una relacién se la puede
definir por frases, mediante tablas, por
: medio de formulas y graficamente.
21. (F) Es falsa para la representacién grafica de
una relacién se utiliza el diagrama
_ cartesiano. )
22. (W)
23. (F) Es falsa porque el simbolo empleado
corresponde a paralela.
24. (F) Porque la férmula correcta es: a® - Za
25. b
26. a
Objetivo 3
A 27. b.,d,f
28. b,c
29. d
30. c
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B. 31. Se forman 33 particiones diferentes. Lo invitamos
a que las forme.
C. 32.
_ R-1
1 4.6,8
2 4,6,8
3 B8
4 4,8
6 6
a 8
Obijetivo 04
A. 33. (D) 34. (C)y 35. (A) 36. (B)
B. 37. <, 38. >, 39. >, 40. >, 41. =
C. 42. el primero no hay, el altimo -2
43. el primero es 7, el ultimo 1
44. el primero es 0, el Ultimo 5
45. el primero 2, el ultimo 3
D. 46. bi(x), d(x), e(x)
47. 4d(x)
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COMENTARIO

Al finalizar el estudio de los contenidos de las cuatro
unidades que conforman el médulo I, es necesario analizar los
resultados tanto parciales como del mddulo.

Después del estudio de cada -unidad confiamos en que los
objetivos planteados hayan alcanzado el punto de corte
necesario para su aprobacién, esto es el 70% en cada uno de
ellos. Si por el contrario no alcanzd el porcentaje indicado
debe Ud. reforzar sus conocimientos, procediendo a revisar
nuevamente los temas correspondientes a los objetivos que no
logré acreditar. 4

La autoevaluacidén propuesta al final del médulo I, comprende
los aspectos mas importantes y basicos para que le permitan
continuar con el estudio de las siguientes unidades.

Le recordamos no pasar al siguiente médulo sl no esta seguro
de los aprendizajes conseguidos, ya gque el carécter
sistemdtico de la asignatura le impide comprender los temas
que se estudiardan en los modulos posteriores. Lo cual le
permitird realizar con éxito la prueba presencial.
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MODULO 2

FUNCIONE®S




—Q4-

INTRODUCCION SEGUNDO MODULO

El amplic mundo de la matemdtica se va abriendo a su
alrededor. volviéndose su estudio cada vez méds fascinante e

interesante.

Pero esto y después de conocer loe Fundamentos Bésicos de
Relaciones Binarias, su tarea serda entonces comprender
perfectamente su contenido y a abstraer el conocimiento, para
en base de elloc poder continuar adelante.

El presente médulo enfoca un tipo particular de relaciones
que tiene gran importancia en el estudio de la Matematica y
que toma el nombre de Aplicacién o Funcidén, las formas de
representarla, su clasificaci6tn y la composicidén de las
mismas.

El contenido cientifico de cada unidad ha sido prolijamente
elaborado a fin de que su comprensién sea ripida y total, los
ejercicios desarrollados y propuestos que hemos selecclonado
cuidadosamente 1le dardn a Ud. wuna mayor seguridad vy
afianzaran su conocimiento. .

La ejercitacién completa y el aprendizaje diario son
indispensables en el estudio de esta asignatura, por esta
razén usted debera desarrollar todos los ejercicios asi como
la autoevaluacién propuestos en el documento, siguiendo los
pasos indicados en el mismo.

La primera evaluacién presencial gratificara su esfuerzo al
obtener, luego de su estudio, 6ptimos resultados.
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Comprender el concepto de funcién y en base

;OBJETIVO 2 0 a ello reconocer sus elementos y analizar

d - las clases de funciones.

! UNIDADES SEGMENTOS

i 5. Nociones Béasicas. Concepto y notacidn

Formas de
representar
funciones.

Clases de funciones.

Composicidén de
funciones.

8.3.

de funciones.
Elementos de una
funcion.
Exteneidtn de
funciones.

Por descripciones
comunes .

Funciones dadas por
tablas.

Funciones dadas por
formulas.

Funciones dadas por
graficos.

Funcion Inyectiva.
Funcidn
Sobreyvectiva.
Funcién Biyectiva.
Funcién inversa.
propiedades y
cdlculo.

Definicidn.

Calculo de funciones §

compuestas.
Propiedades.




-g6-

5.1. Concepto ¥ notadién de

funciones.
UNIDAD 5: DEFINICICHNES 5.2. Elementos de una
BASICAS funcidn.
5.3. Extension de
funciones.
P > Q
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F OBJETIVO 05 | Diferencisr una funcién de una relacién y
I calcular el dominio e imagen.

5_1. .COMO DEFINIMOS UNA FUNCION?

En nuestro lenguaje comin siempre estamos empleando
expresiones como las siguientes: la funcién de balet
empieza a las 20h00. Una de las funciones del Comisario
es velar por la buena marcha y aseo de un centro
comercial. La funcién del actual Presidente de la
Repiblica se inicidé el 10 de Agosto de 1992.

En matematicas la palabra funcién se la utilizarad para
expresar que una condicién depende de la otra.

Asi el srea de un rectdngulo, en funcién de la base y la
altura. De tal forma el concepto de funcién nos da la
idea de una relacién definida entre los elementos de un
conjunto con los elementos de otro conjunto. :

Imaginemos un conjunto de personas que laboran en un
Departamento de la U.T.P.L., formado por: el Director.
el Subdirector, Decano, Subdecano, Secretario ¥y
Conserje. Vamos a suponer que el Director tiene 50 afios,
el Subdirector 45, el Subdecano 42, la Secretaria 335, el
Conserje 30, formemos dos conjuntos: en el conjunto A de
personas que laboran en el departamento de la u.T.P.L.,
v el conjunto B formado por sus resepectivas edades.

A = {Director, Subdirector, Decano, Subdecano, -
Secretario, Conserje}l

B = {50, 45, 42, 35, 30}
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Representemos estos conjuntos mediante diagrama sagital.

Personas : Edad-Affos
Director > -50 -
Subdirector > 45

Decapo ,__-——-————*‘“"j;

Subdecano > 42

Secretario > 35

Conserje > 30

Observamos que a cada elemento del primer conjunto le
corresponde un elemento del gegundo conjunto. de este
modeo hemos establecido una correspondencia entre los
elementos de ambos conjuntos.

De igual forma observemos el siguiente diagrama:

___‘__f__ﬂ_—e>m

R = {((1,3),(2.6),(3,9),(4,12),(5,15)}

En el diagrama podemos ver que a cada elemento del
primer conjunto, le corresponde un so0lo elemento del
segunto conjunto, lo. cual se indica con la flecha
respectiva, esto es, que a un mismo elemento de D, llega
al menos una flecha de un elemento de C.

En el conjunto de pares ordenados, si tomamos dos pares
cualesquiera de R, podemos ver que no tienen el mismo
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primer elemento.

A este tipo de correspondencias o© relaciones se las
l1lama funciones. aplicacioneg O tranaformaciones.

EN CONSECUENCIA:

!

Funcidén es una relacién entre doe conjuntos A v B (no
vacios) que cumplen con una condicién, en la cual todo
elemento del conjunto A tiene una scola lmagen en el
conjunto B.

Pero, este concepto es un tanto limitado porgue puede
presentarse casog en que alguno o algunos elementos del
dominic no tengan su imagen en el codominio, sin embargo
no dejan de ser Tunciones.

2
EJEMPLO: £ (%) = ——=———">~ definida en los R
x — 3

Representemos gréaficamente vy comprobemos que el elemento
3 no tiene imagen en el conjuntc B.

2
=53 -

-2 > 2/5
-1 .
0 -172
1] > -2/3

S
2| |

|
3 3> -2
4 2

NOTACION

Existen °~ varias notaclones usuvales para denotar

funciones.

1.- f: x ——->Yy Se lee "f es la funcién de x hacia
Esta definicién es genérica y no
especifica.

f

2. X ————~ > f(x) 'Se lee "por la funcién £, x se
aplica sobre f(x)" .
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3.- {{(x,y)/y = £(x)} Se lee "f es la funcién cuyos
pares ordenados son (x,¥)
donde la regla es y = f£(x)"

4.—- f: yv = £(x) Se lee "f es la funcidén
determinada por la regla
y = f(x)". Es wuna forma

abreviada de (3).

5.- f: (x,¥) Se lée "f es la funcidén constituida-
por el conjunto de pares ordenados
(x,v)". Dos pares ordenados pueden

estar determindos por una regla
dada o en los casos sencillos
pueden enumerarse,

6. f: A ——— > B Se lee "f es una funcidn de A en B"
6 "“f manda a A en B"(entre
conjuntos).

En las notaciones 2,3 y 4 aparece el simbolo f(x). Este
simbolo se lee "f de equis” y representa "el valor de la
funcién en x" y como tal, es un elemento del dominio de
imagen f(x). El1 par ordenado (x,y) podré también
escribirse: _

(x., £f(x)). No debe confundirse £, que es la funcibn, con
f(x) que es el valor de la funcidén en Xx.

g EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

A.

Determine si las siguientes relaciones son funciones:

i1.- Dado P = {1,2,3,4,5}; @ = {7,8,9,10}; vy la
relacién f definida de P en Q mediante el
siguiente conjunto de pares ordenados.

£(1,7),(2,8),(4,9),(3,10),(2,9),(5,7)}

Desarrollo:

La relacién de P en Q no es una funcién porque dos pares
ordenados tienen la misma primera componente, como lo
demostramos grificamente, que del elemento 2 nacen 2
flechas.
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U D W

\ ||

~—.§9
) > 10

2.— Sean los conjuntos:
A = {a,b,c,d,e}, B = {2,3,4,5,6} y la relacidén h
definida mediante el siguiente diagrama sagital:

h
A/—_\B
a3~ ,)-2.
T e
c — 24

d {5
/ 6

e -1

Desarrcollo:

La relacién h de A en B es una funciodn
porque de todo elemento del conjunto A
sale una sola flecha a algun elemento
del conjunto B.

Lo démostramos formando el conjunto de pares ordenados:
{(a,3),(b,4),(c,2),(d,5),(e,4)}

Luego del anédlisis de los ejemplos anteriores podemos
decir:

- Que la definicldn de funciones no pone
restricciones a los elementos del conjunto de
llegada (codominio), de tal forma que puede haber
elementos en el segundo conjunto que no estén
relacionadosg con elementos del primer conjunto y
elementos del segundo conjunte que le corresponden
més de un elemento en el primer conjunto.
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- Que las funciones constituyen un caso particular
de las relaciones y de esta manera podemos afirmar
que toda funcidén es una relacidn. pero no toda

3.- x + 3 definida en los N

8

T T~

>

7 ¥ ¥

B B = B, N

TN S W N

R = {(1,4),(2,5),(3,6),(4,5),(5,8)}
Desarrollo:

La relacién x + 3 definida en los N, si
es una funcién porque en el grafico
observamos que cada elemento de - A tiene
gu imagen en B.

Cuadles de los siguientes conjuntos representan una
funcién:

1.- h = {(x,¥)/%x, vy €R, ¥y = X - 1}
Desarrollo:

Tomemos algunos elementos del conjunto
de los reales y determinemos la imagen
de cada uno de ellos. Por 1lo cual
podremos decir si el ejemplo planteado
es o no una funcidn.
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» 712 v=x-1
-3
2
-1 Six

&
83
¥

0
X

I
l
)
N
L~
|
v
«

1
1
81
~
DN
1
H

312
0.4

™
VR

Por lo tanto h es una funcidn

2.- g = {(X,¥)/®, ¥ € R, v = 4 - %}

-1

-1/3
¢ 4 S x = ~-1=>y=4- (-1}
3

v ¥
D
3
<
i
>
I
A

3 —

vy =4+ 1
Y3
3.4

\L ¥ ¥ v
L
W

—> 3 ’ v =x2 -x+1

-1 =3
Y e S x=— 5 => y=(-5)2-(-5) + 1

y R =] =3 ‘
/ > 19 - Yy 25 + 5 + 1

i

31

Por lo tanto k si es una funcidn.
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5_2_ ELEMENTOS DE UNA FUNCION

El siguiente grafico nos permitird identificar los
elementos de una funcidn.

Ay

f
dominio imagen o
codominio

TT—etm=y |

e

X

El conjunto A, se llama dominio de la funcién (£)

v la denotamos por Dom(f) = A

El conjunto B, se llama
funcion v lo denotaremos por Cod(f) &6 Im(£f).

Al hablar de codominio de una funcién es poder
decir que clase de valores puede tomar la funciébn,
sin gque sea necesario detallar el dominio de
imdgenes. Asi, podemos hablar de funciones reales,
esto es, funciones cuyo codominio es R.

También podrmos considerar una funcion de valores
complejos, esto es, funclones cuyo dominio son los
numeros complejos, o0 una funcién de valores
enteros, esto es, funciones cuyo codominio es el
conjunto de los nUmeros enteros, etc.

B EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.- La funcién f(x) = 3x - 1 ; f: z ——=> 2Z. Hallar:

a) El1 dominio
b) E1 codominio

Desarrollo:

El conjunto dominio estéd formado por nomeros
enteros que los tomamos en forma arbitraria.

a) Dom (f) = {-5,-3,-1,0,1,2,3}

Para el codominio (f(x)) se reemplazan los
valores dados a x, en la funcidn, asi:

y = 3x - 1



Six=-5=>y=3¢(5)-1=-15-1-=

i x = - 3=y =3¢(3)-1=-9-1 =
Six=z-1=>y=3((-1)-1=-3-1 =4
Six= 0 =>y=3(0W -1=0-1 =-1
Six= 1l =y=3(1)-1=3-1 = 2
Six= 2 =y=3((2)-1=6-1 = 5
Six= 3 =y=3(3)-1=9-1 = 8

b) Im(f) = {-16,-10,-4,-1,2,5,8}
Dado el conjunto A = {2,a,3,b,4} donde

h: A --—-> A se define por:

A B
2 > 2
| 3
e
3 >a
bt | 4
4 E—Y

Hallar: la imagen de h(2), h(a), h(3), h(b) ¥y h(4)

Desarrollo:
h(2) = 2
h(a) = a
h(3) = a
h(hb) = b
h(4) = b

Sea f(x) = 3x2-2x-5. Determinar £(0), £(-1), f(a), f(b),
f(a+b), f(a-b)

Desarrcllo:

Para encontrar el conjunto imagen
reemplazamos el valor de cada elemento del
dominio en la funcidén dada:

f(x) Ix2-2x-5

1

£(0) 3(0)2 - 2(0) - 5 =-5



f(-1) =

f(a)
£f(b)

11

f(a+b)

f(a-b)

3(-1)2 - 2(-1) -5=3+2-5=0

3a2-2a-b

3b=2-2b-5

3(a+b)2 - 2(a+b) - 5

3(a-b)2 - 2(a-b) - 5

H
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3a2+6ab+3b2-2a-2b~5

3a2-6ab+3b2-2a+2b-5

Séa f una funcién de R en R, f(x) = x — 3. Determinar el
dominio y la imagen.

Desarrollo:

£(-3)

H

£(-2)

£f(0) =
£(1/2)
f(12) =

£(3) =3 -3

f(-1/2)

por lo tanto: Dom(f)

Sea f wuna funcién de R en R.

o0 -3

f(x) = x -3

- 3

- 2

1/2

12

- 3=-86
-3=-5
= -3
-3 = —5/2
3=1,4-~-3=-1,6
=0
1/2 - 3 = - 1/2
= R
Im(f) =R

sigulentes casos, simplifique la escritura de

calcule

f(-1) y £(2)

5.1. f(x) =
5.2. f(x) =
Desarrollo:
5.1. f(x) =
| f(x) =
f(x) =
f(-1)

f(x) =

(x - 1)2 + (2 - x)(2 + X)

(3x + 2)(2 - x) - 3x(x - 7/3)

(x - 1)2 + (2 - x)(2 + x)
x2 - 2x + 1+ 4 - x2
- 2Xx + b
- 2(-1) + 5=2+5=17 so0l.

- 2x + b

En cada uno de los

f(x) vy



£(2)
5.2. £(x)
f(x)
f(-1)
f(-1)
£(2)

£(2)
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-2(2) + 5 = -4 + 5 =1 s01.

(3x + 2)(2 ~ x) - 3x(x - 7/3)

1

-6x2 + 1lix +_4

- B6(-1)2 + 11(-1) + 4

-6 - 11 + 5 = - 13 s0l.

- B(2)2 + 11(2) + 4

- - 24 + 22 + 4 = 2 sol.

Sea la funcion £ determinada por f(x) = x2 + bx - 6, con

dominio e
encontrar:

f(42), f(x

Desarrollo

il

£(42) (f

2

u

2

f(42) = 3

f(x -~ 2) =

f(x - 2)

i

f(x + h)

Hallar el

Desarrollo

1 conjunto de todos log numeros reales,

- 2y, f(x + h)

f(x) = X2 + bx - 6

2)2 + 5 (¥2) - 6
+ 5(42) - 6
+ 7 -6
sol.
(x - 2)2 + 5(x - 2) - B
%2 - 4x + 4 + bx - 10 - 6
x2 + x - 12 so0l.
(x + h)2 + 5(x + h) - 6
%2 + 2hx + h2 + 5x +bh - 6 sol.
x, x 20
dominio e imagen de: f(x) =
-x, x <0

Una funcidén no necesita estar dada por una
férmula pero, se la puede dar por una
combinacién de varias fémulas, utilizando
otras muy distintas para subconjuntos
diferentes del dominio.
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Para resclver este tipo de funciones procedemos de la
siguiente manera:
N\

\

a) Tabulamos las desigualdades:

x 20 -———=> [0’15253545’--""&{
X < Q0 -=——> 10,-1,-2,-3,...,—al
b) Al tabular cada una de las desigualdades obtenemos

el dominio.
Dom(f) = R

c) Para obtener el codominio o imagen reemplazamos
cada elemento del dominio en la expresidn que se
encuentra a la izquierda de las desigualdades y si
es un valor constante se lo asigna para cada valor
que’ tome 4 segin indique la funcién

correspondiente. Asi:
X, x 20
-x, x < 0
Para cada x mayor o igual a cero (0) se asigna el mismo

ntimero: £(0) = 0; £(1) = 1; £(2) = 2; £(3) = 3; etc.

Para todo numero negativo se asigna el mismo niumero
a - x : f(-1)=1; £(-2) = 2; £(-3) = 3; f(-4) = 4; etc.

A los valores obtenidos los representamos en el
diagrama.

El mismo que nos permite identificar el dominio ¥
codominio.

b'q - f(x) X . f{x)
0 >0 -1 > 1
1 > 1 -3/2 > 3/2
3/2 > 3/2 -2 > 2
2 > 2 -3 > 3
3 > 3 -4 > 4
4 > 4 3 H
Dom (£f) = R

Im (£ = R 2 O sol.
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Hallar el dominio e imagen de:

2, -3 = x< -1
f(x) = 1, -1 < x < 2
X, 2 =x=05H

Desarrollo:

Tabulamos las desigualdades

"'3 <= x < "1 => [_39—2’“1,[
-1 < x< 2= [-1,0,1,2(
2 <x =< b= 1[2,3,4,5]

Luego el dominioc estéd dado por el siguiente intervalo:

Dom (£f)

Dom (£)

[-3,-2,-1,0,1,2,3,4,51 6

-3 < x =<5

Encontramos el codominio de la siguiente manera:

a)

Como la expresién que se encuentra a la izguierda
de 1l1la prirmera desigualdad, es una constante,
entonces, hacemos corresponder a cada valor del
intervalo 1la constante dada. Para mayor
comprensién lo expresamos en el diagrama de Venn,
asi:

f(x) = {2, -3 £ x < -1} {-3,-2,-1t

x f(x)




-110-

b) f(x) = {~1,-1 < x < 2} [-1,0,1.2¢[

X ' f(x)

c) Como la expregién que se encuentra a la izquierda
de la tercera desigualdad es una variable, se le
asigna el mismo valor del dominio, como lo
indicamos en el siguiente diagrama:

f(x) = {x, 2 £ x < 5} [(2,3,4,5]

f(x)

>
3
>4
"

i

d> Para determinar el conjunto imagen tomamos los '
elementos de los siguientes conjuntos, f£(x): Asi:

Im(f) =:{_l’2,8,4,5}
Valle de Sartenejas, 1974

Es necesario que comprenda usted bien los razonamientos
efectuados, porque es muy importante que usted trabade
correctamente con las funciones definidas mediante
1laves, por esto lo hemos razonadc y explicado con tanto
detalle. A medida que usted se vaya habituando a
trabajar con las funciones definidas de esta forma,
puede ir omitiendo. ' :
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sol.

9.~ Hallar el dominio e imagen de:
-x , b=x«<
gi{x) = 3, -1 =x<
2x, 2 = x =5
-5 <x < -1 —---> [-5,-4,-3,-2,-1[
-1 = x € 2 ————~ > [-1,0,1,21
25x%5 ———mn > [2,3.4,5(
Por lo tanto: Dom(g) = [-5,-4,-3,-2,-1,0,1.2,3,4,5]
Dom(g) = -5 € x = 5 sol.
Determinemos las imdgenes de la funcidn:
f(x) = {x, -b £ x < -1}
X -5 | -4 | -3 ] -2 1]-1
f(x) 5 4 3 2
f(x) = {-3, -1 = x < 2}
X -1 0 1 2
f(x) 3 3 3 3
f(x) = {2x, 2 £ x < 5}
X 2 3 4 5
£(x) 4 6 8 10
2x
8l x = 2 => 2(2) = 4
Por lo tanto Im(f) = {1,2,3,4,5,6,8,10}
10.- Dado el conjunto A = ({-2,-1,0,1,2} vy

la funciédn

h: A-->R, h(x)=x2-3. Hallar el codominio o imagen de h.

Desarrollo:

Calculamos la imagen de cada uno de los elementos de A.
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£(x)
£(~-2)
£f(-1)
£(0)
£(1)
£(2)
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= x2 - 3

= (-2)2-3=4-3-=1

= (-1)2 -3=1-3=-2
=(0)2 ~-~3=0-3=-3
= (1)2 -3=1-3=-2

=(2)2 -3=4-3-=1

Por lo tanto Im(h) = {-3,-2,-1} sol.

Sea la funcidém g:Z---——->Z definida por:

h(x) = 6x + 4, si x <

4 - 2, 8i x > 4
2x2 + 1, 81 -4 =

L
1A
'

Determinar:

a) h(6); b) h(-5); ¢) h(;l)
Desarrollo:

a) Interpretemos las desigualdades.

b)

X > 4 => ]4’536’72---a0~[
X < -4 => }—4’—5,—65"7,---’—'6{[
-4 < x < 4 => [-4,-3,-2,...,4]

Calculemos la imagen de cada uno de los elementos
dados, empleando la férmula més apropiada de las
tres.

- Como el elemento h(6) estid incluido en el
primer intervalo, se emplea la férmula:

h(x) = 4x - 2

h(6)

4(6) - 2
22

i

h(8)

- Como el elemento h{(-5) estd incluido en el
segundo intervalo, se emplea la férmula:

hix) = 6x + 4

h(-5) 6(-5) + 4

h(-5) -30 + 4



-113-
h(-5) = -26

- Como el elemento f(-1) esta incluido en el
tercer intervalo, se emplea la férmulac:

h(x) = 2x2 + 1
h(-1) = 2(-1)2 + 1
h¢(-1) = 2 + 1

h(-1) 3 Sol.

- La imagen de los elementos indicados es:

i(x)

> 22

> 26

|
L.

/XS, X = 2

12.- Dada la funcidn g(x) =
' 2 , x< 2

Hallar el dominio y codominio.
Desarrollo:

> 92 ———=->» 12,3,4,5,...,al
< 2 ————> ]251!09---5_0-[

*n

X f(z)




13.

-114-

{(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)}

X f(x)

—

———\

{(232)’(1,2)9(0,2)’('—'152)9(—2,2)}
R

Por lo tanto: Dom(g)

R=z22 s0l.

Im(g)

Determinar el dominio y el recorrido de las siguientes
funciones definidas como a continuacidn se indican:

x -1
a) f(x) = —~————~
x - 2

Desarrollo:

Recordemos que a la funcién las podemos
expresar por:

x - 1
V = -
x - 2
Para que la expresién sea valida, el

denominador debe ser diferente de cero, asi:
x -2+ 0, x # 2
por lo tanto: Dom(f) = R - {2}

Expresién gue nos indica que el dominio de la
funcién dada es el ponjunto de los nimeros
reales excepto el 2.

Para calcular la imagen o recorrido de la
funcién, la expresamos en funcidn de la otra
variable (x), es decir, despejamos X.
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y(ix - 2) = x - 1

t

C
t

-

xy - 2y
xy - x = -1 + 2y

x(y - 1) =2y - 1

El denominador de 1la expresion debe sBer
diferente de cero, es decir, y # 1. Por lo
tanto, Yy puede tomar cualquier valor real
excepto el 1.
_ Im(f) = R - {1} sol.
b) f(x) = x + 1/x

Desarrollo:

x # 0

Por lo tanto x puede tomar cualquier valor
real excepto el .cero (Q).

Dom(f) = R - {0} sol.

Determinacién del codominio:

Despejamos la variable x.

=> X2 - xy + 1 =0

Hemos obienido una ecuacién de segundo grado, la misma
que la resolveremos aplicando la férmula general:
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x= -—b:t\/b’-4ac

2a

lerjg-_—**

Como la expresidén dada estd afectada por una raiz par,
debe ser mayor o igual que cero.

v2 - 4 =20

v2 2 4
/y/ 2 ——=> y = 2
-y = 2
y < =2

Por lo tanto: Im(f) = R - {-2,2} ©

7 < x X -2 sol.
x + 2
c) f(y) = ===~
x2 - 4
Desarrollo:
X + 2
vV = =
x2 - 4

Los unicos valores que no puede tomar Xx- son aquellos
para los cuales el denominador x2 - 4 se anula.

x2 ¢ 127
Por lo tanto: Dom(f) = R - {-2,2} sol.

Codominio o Imagen:



(x + 2)
'y: ————————————————
(x + 2) (x - 2)
1
y: —————————

xy - 2y = 1

xy = 1 + 2y
1 + 2y
X = mmm————
y
v e O

Por lo tanto: Im(f) = R - {0}

1
d) y = —oomomTo
x{(x+3)
Desarrollo:
Dominio:
1
y = ——-""
xX(x+3)

x(x+3) » 0O
x * 0
x+3#0
x ¢ -3
Por lo tanto Dom(f) = R - {0,-3}%

Codominio:

X2y + 3xy - 1 =0

sol.

sol.

~-117-
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o3yefoyi-aly) (-1)
2y

x= -3y+/9yi+dy
2y

X

2y = O
y » O

Analicemcs la cantidad subradical con las siguientes
posibilidades: y = 0 ; vyv=0

9y2 + 4y 2 0

y (9y + 4) =2 0O vy 20

vy =20 9y + 4 = O
9y + 4 2 0 9y = -4

9y 2z -4 vy < -4/9

v = -4/9

Por lo tanto:Im(f)=]1-a, -4/9] U [0, af & O<y<-4/8 so0l.

_ x2 - 1
e) y = ——m—m—
1 - x
Desarrollo:
Dominio:
x2 - 1
y & -7
1 - x
1 - x * 0
x # 1
Por lo tanto Dom(f) = R - {1} s0l.
Codominio:
x2 - 1
y = —oTmomemTmTT



y - xy = x2 - 1
x2 +xy ~y-1=0

x2 + xy - (y+ 1)y =20

Como

x= —yayfyird (y+1)

2

x= -ytJy5+4y+4

2

y2 + 4y + 4 = 8]
(y + 2)2 20
usted

conoce que

cualqguier
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cantidad

elevada al cuadrado es siempre 2 0, entonces
(y) puede tomar cualqguier valor real.

Por lo tanto: Im(f) = R

3%
£) Yy = ——e———
x2 + 4
Desarrollo:
Dominio:
3x
y = ————-——=
x2 + 4
x2 + 4 » O
Por lo tanto Dom(f) = R so0l.
Codominio:
3x
Yy = ———— ==
x2 + 4
x2y + 4y = 3x
x2y + 4y - 3x = 0
x2y - 3x + 4y = O

so0l.



= 32y9-41y) (4Y)

2y

e 3/5°TEF
2y
2y # O
v # 0
9 - 16y2 =2 O
~16y2 = -9
16y2 < 9
v2 = 9/16
v = 3/4
/y/ = 3/4
-y = 374
vy =z - 3/4

Im(f) = [3/4, -3/4]

-3/4 =y <= 3/4 sol.

1
g) y = —oomoee
2x2 + 4
Desarrollo:
Dominio:
2x%x2 + 4 » 0

Por lo tanto Dom(f) = R 8015

Codominio:

-120-
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1 - 4y
X2 = —m——m
2y
x= 1-4y
2y
2v » QO
v » O
vy > 0 ' vy <0
1 - 4y 2 0 1 - 4y =0
-4y = -1 -4y = -1
v = 1 y = 1/4
vy £ 1/4

Por lo tanto: Im(f) = 10, 1/41 6 0O <y < i/4

En los edercicios desarrollados como en los propuestos,
que no se indica el conjunto de definicién, usted debe
considerar como conjunto de definicién a los numeros
reales.

EXTENSION DE FUNCIONES

Varsavesky nos dice que, las funciones son relacliones,
que se podréan extender y restringir.

9i he tomado la temperatura del dia desde las 5 hasta
ljas 11 de la mafiana, tengo una funcién F, cuyo alcance
es el tiempo, su rango son los numeros, y su dominio los
instantes entre las cinco ¥ las once de la mafiana.

Grados
A

:_\ /"- Hora
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Si sigo registrando la temperatura hasta las 3 de la
tarde, tengo gtra funcién G, de igual alcance y rango
que F, pero de dominio mayor. Ademds, F y G coinciden
entre las 5 y las 11, o sea en los puntos del dominio de
F.

G es entonces una extensién de F. Se dice también gque F
es una restriccidén de G.

Grados
A

Extender una funcién es auvmentar puntos a su dominio,
sin cambiarla en donde va estaba definida. Lo que se

obtiene es otra funcién. La funcién sucesor S: N ———> N
se puede extender a No asi: a 0 le corresponde 1, v a
1,2,3,..., lo mismo que antes. Obtengo asi una funcidn

So que es extensién de S. Aqui tenemos su tabla:

So

N O
W=

Cuando una funcién estd dada por una tabla, es muy facil
extenderla o restringirla: basta agregarle o quitarle
filas.

F : Fi

17

(o1 « gt
o
BO0OO®
oe o



Fz

0
f
RO OoWw

F1 es una extensién de F. Fz es una restriccién de F. Fa
es una relacidon, extensiétn de F, pero Fa no es una
funcién pues a ¢, le corresponde dos valores: a y b.

Cuando hablamos de extension de una funcidn., pensamos en
general, en otra funcién ¥ no en una relacidn

cualguiera.

Cuando una funcién estd dada por un grafico, también es
muy facil extenderla o restringirla. Para extenderla
basta prolongar la curva. Para restringirla basta

quitarle puntos.

EJERCICIO

F1 es extensién de F.
Fz es restriccidn de F.

Ninguna de las siguientes funciones es extensidn de las
otras.




Encuentre
funciones reales:

a)

c)

e)

)

g)

h)

h(x)

f(x)

h(x)

g{x)

g(x)

h(x)
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ACTIVIDAD DE REFUERZO No. 5

el deminio e imagen de las -siguientes

3x<Z2 + 3

X+ /x/, -5 £x <0
-/x/ , 0= x< 3
/x/-2 , 3 < x <5
2x L, x 20
-1 , x< 0

~1 > 8l x € ]—qs 1]
/x/ ., 81l x € J1, 4]
5 , Bi x € [4,a[
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6.1. Funciones por
descripciones comanes.

! UNIDAD 6: FORMAS DE 6.2. Funciones dadas por
: REPRESENTAR tablas.
FUNCIONES 6.3. Funciones dadas por
‘ férmulas.
6.4. Funciones dadas por
graficos.
N
2 _ 16\
50 A\
>
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OBJETIVO 06 Representar una funcidén en sus diferentes i

formas.

DE QUE MANERA S PUEDEN DEFINIR FUNCIONES?

A las funciones las podemos definir de las siguientes
formas:

a) Por descripciones comunes
b) Mediante tablas

¢c) Por medic de férmulas

d) Por representacién gréfica

POR DESCRIPCIONES COMUNES

A las relaciones como a las funciones se las puede
expresar por medio de palabras, es decir, por
descripciones comunes, asi por ejemplo:

- Si se tiene un conjunto de personas y a cada uno
se les hace corresponder su numero de cédula, se
tiene una funcidn. '

- Al considerar el conjunto de vehiculos gque posee
una institucién y el nimero de matricula, esto es
una funcidn.

- En un almacen en donde existe una agrupacién entre
los productos y sus precios. Cada producto tiene
un precio y s6lo uno, esto es una funcibdn.

- Si consideramos un conjunto de numeros telefénicos
y los colegios de la ciudad de Loja, puede ocurrir
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que dos o mis numeros telefdnicos le correspondan
al mismo colegio, esto es una funcion.

- A todo libro escrito por un solo autor, asignarle
el nombre del autor. '

- A cada centro educativo le corresponde su partida
presupuestaria.

- A cada provincia ecuatoriana le corresponde su
Alcalde. -

- A cada ser humano le corresponde su numero de
aflos.

- A cada establecimiento educativo le corresponde su
Rector. ‘

Todas las asociaciones o correspondencias de los
ejemplos anteriores, los podemos escribir por pares
ordenados.

Asi en el primer ejemplo se hace corresponder:

(personas, numero de cédula)
(Sonia, 11-00249380)
(Alba, 11-00413705)

6.2. MEDIANTE TABLAS

A loe pares ordenados que son elementos de una funcién
se los puede escribir en tablas de dos columnas, de modo
que en la primera columna se ubique los elementos del
dominio y en la segunda los elementos del codominio.
Este es un método muy conveniente, pero es necesario
hacer ciertas limitaciones.

EJEMPLOS ILUSTRATIVOS

Analicemos las siguientes correspondencias:

1.- X = provincias y = "capitales”
Loja Loja
Esmeraldas " .Esmeraldas
Guayas Guayaquil
Azuay Cuenca
Chimborazo - Riobamba
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«
i
]

N

El ejemplo es una parte de la

numeros enteros €8 infinito,

también son infinitos.

3.~

x = Directores de Area

WO b=

tabla porgue el conjunto de

¥y

por lo tanto &sus cuadrados

= Departamentos

Henry
Walter
Yolanda
Kléver
Beatriz
Felix

% = Asignatura

Fisico-matematicas
Lengua y literatura
Inglés

Quimica y Biologia
Administracién
Filoso6fico-Sociales

y = Profesor

Algebra I

Eatadistica Descriptiva
Algebra I1

Geometria Analitica
Mecdnica 1 _
Estructura Algebraica
Calculo 1

Dibujo Técnico
Movimiento Ondulatorio

Jorge J.
Jorge B.
Luis E.
German G.
Manuel C.
Vicente M.
Luis M.
José S.
Gonzalo M.

x2 + 1
x = R Yy = —mmmee
2
- 3 5
- 2 5/2
-1 1
O 1/2
1 1
2 5/2.
.3 5
1/2 5/8
1/3 10/18
2 3/2
7 4
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6.- x = R y = Ax
-3 - 1,44
~ 2 - 1,28
-1 ~ 1

0 0
5 1,71
14 2,41
32 3,17
0.5 0,79
0,82 0,94
117 1,60

6.3. POR FORMULAS

Una de las formas que més se utiliza en matemdticas para
definir funciones es por formulas.

EJEMPLO: Consideremos como el dominio de una funcion a
los numeros digitos y a cada uno hacerle
corresponder su triplo menos 2.

Lo expresado en lenguaje comin es més comodo
escribirlo en formula, asi:

f(x) = 3x - 2
La foérmula para calcular el espabio
recorrido por un mévil es igual a la
velocidad que se imprime al mévil por el
tiempo empleado. Lo expresamos asi:

e = v.t

Esta férmula define una funcién: y es el
espacio y v.t es x.

La férmula que relaciona el perimetro de
un exdgono con el lado es:

P = 61
y = 6x

Esta férmula define una funcién: y es el
perimetro y x la longitud del lado.

La férmula gque relaciona el A&rea del
circulo en funcidén del radlo es:

A = nr=2
y = ux<2

La férmula que relaciona el doble de un
mimero elevado al cuadrado mds el triple
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del mismo numero disminuido en 15 es:
y = 2x2 + 3x - 1b

Ceoemo usted podrd darse cuenta se pueden
inventar infinitas férmulas que definan
funciones.

Segin Varsavsky la variable que representa un
punto cualgquiera del dominio se llama
varisble independiente; la que representa un
valor cualguiera de la funcién, variable
dependiente. Se llama asi porque el valor de
la funcién depende del punto del dominio: uno
giempre elige un punto del dominic como
quiera y entonces queda fijado el valor de la
funcidn.

6.4. POR REPRESENTACION GRAFICA

La representacién griafica de las funciones son métodos
matemdticos que se emplean con frecuencia con el fin de
observar de manera directa sl ésta se mantiene
constante, aumenta, disminuye, etc.

Para la representacién grafica de una funcidn procedemos
de la siguinte manera: sobre el eje de las equis se
escribe cada uno de los numeros del dominic o alcance y
asobre el eje de las y, los elementos que corresponden al
codominio o rango.

Por cada par de elementos se trazan las respectivas
perpendiculares a los ejes y sus intersecciones son
puntos del grafico. El conjunto de todos estos puntos
forman la gréfica de la funcién dada.

EJEMPLO: Para la funcién y = x2 - 1, su gréafico es:

Una manera de empezar a construir la gréafica
seria la sigulente:

- Se calculan algunos puntos mediante la
elaboracién de una tabla de valores asi:
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£(x)

b

fanb

AN OB W
!
[
OO WOHrOOoWOo

U S T T T B
™y

Lol L L
La

w»y

Al B
g

Codl,

§ EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.- Representar graficamente la funcién dada por pares
ordenados. '

f(X)z{(0,0),(1,1),(2,‘2),(3,5),(“1,"1),(—2,—8),("3,—6)}

.-
-
-

La grafica gque hemos trazado esté definida en el
conjunto de los ntmeros enteros. Si tomamos para su
definicién al conjunto de los ntmeros reales, los puntos
que se obtienen son més préximos, entonces el trazo de
la grafica tiene mayor precisiodn.
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2.- Representemos gréaficamente la funciodn:

h(x) = 4/3 V x2 -1

x |1I2I3I4|6 |—1|—2|—3|-4|-5A
f(x)| 0 |2,3|3,8|5,2|7,9| 0 |2,3'|3,B|5,2|7,9

AY

||||||

3.~ Representemos graficamente la funcion:

h(x) = /x2 - 16/

« Lol | 2]

£(x) | 16| 15 | 12 |

4.- Trazar la grafica de las siguientes funciones:

1/2 x 51 x
a) f(x) = 1 sl 1
x - 1 si x

v 1A A

1
® < 2
2
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Desarrollo: |

Elasborames una tabla de valores para cadae férmula de la
funcién, asi:

f(x) = {1/2 x 81 X < 1}
X lO ‘ -1 |—2 -3
f(x)\ 0 |—1/2 |-1 ‘~3/2
f(x) = {1 81 1=x< 2}
pid | 1 | 2
f(x) | 1} 2

f(x) = {x-1 8i x 2 21}

———t — X

Para trazar 1la grifica de una funciéon definida por
partes, se desarrolla por separado cada parte del
dominio en que la funcién se define de una manera, 3e
traza la grafica en esa regién y luego se unen todos las
graficas obtenidas.

Para indicar gque un punto no pertenece a la grafica se
lo encierra en un circulo (0)
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X x 20
b)) f(x)
-X, x < 0
x f(x)
0] 0
1 1
2 2
3 3
-1 1
- 2 2
- 3 3
A
+
+
T
2, -2 = x< -1
c) f(x) = i, -1 = x < 2
X, 2 <£x =<5
e
Desarrollo;
f(x) = {2, -2 = x < -1}
X | é2| -1
f(x) | 2 I 2
f(x) = {1, -1 = x < 2}
pd I -1 l 0 | 1 I 2
f£(x) l 1 | l| 1 | 1

f(x) {x, 2 £ x = b}

it
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x | 2|alals
o0 | 2 | 3| al s

N

Desarrollo:

gix) = {x2 -1 81 x < 0}

X | -1 I -2 | -3
f(x)| 0 I 3 I 8

g(x) = {-1 81 0 = x £ 2}
X | 0 | 1 | 2
£(x) |—1|.—1| -1
g(x) = {x -2 &1 2<x< 7}

X I 2| 3 | 4' 5 |
f(x) IO Il l 2 3

Ao
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—
1. si x 20
e) f£(x) = X. si -1 < x <1
-1, Bl x £ -1
Desarrcllo:
f(x)y = {1, 81 x = 0}
X I 1 | 2 l 3 | 4
f(x)l 1 |1| 1 l
f(x) = {x, 81 -1 < x < 11}
X | -17 0 1
- E(x) I—l 1
f{x) = {x, 81 -1 < ® < 1}

X | —1' —2| —3| -4
£(x) |—1 | -1 | -1 | -1
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— et A t——4 2>
e — -
5-f Representar graficamente la siguiente funcidn:
f(x) = 1/x%
= 1l/x
X l 1 l 2 | 3 | 4 l -1 I -2 I -3 | 0,5 I 1/3 I 1/4
f(x) | 1 l 0,5 I 1/3 I 1/4 | -1 l -0.,5 I ~1/3 I 2 I 3 I 4
1
I}
6.- Represente graficamente la siguiente funciodn:

h(x) = x2 - 2x + 1
y = %2 - 2x + 1

f(x)

P

NH=ARWNREO
O OO
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ACTIVIDAD DE REFUERZO No. 6

51 degea verifiaque pus logros
degarrollando los ejercicios aue a
contipuacion le proponemos:

Escriba cinco ejemplos de funciones expresadas por
descripciones comunes.

Construya una tabla cuyo dominio sea el nombre de los
miembros de su familia con su respectiva edad (en afios).

Construya una tabla con el nombre de 10 de sus
compafieros y el respectivo ntmero de cédula.

Elabore dos tablas cuyo dominio y codominio queda a su
eleccidn.

Escriba la foérmula que corresponde a los'siguientes
enunciados:

a) La mitad de un ntmero aumentado en 3.

b) lL.a velocidad final es igual a la velocidad inicial
aumentada en 1la gravedad, multiplicada por el
tiempo al cuadrado.

c) El doble de un ntmero natural més su siguiente.

Represente gréficamente las siguientes funciones:

a) f(x) = -2x + 3

b) f(x) = —=—————————



c)

d) -

f(x)

f(x)

- x -1
x/2 + 7/4

si
si
si

si
si
ai

-139-
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. 7.1. Funcién Inyectiva
UUNIDAD 7: CLASE DE 7.2. Funcidén Sobreyectiva
FUNCIONES 7.3. Funcidn Biyectiva
7.4. Funcién Inversa,
propiedades y calculo
/f_\
A BB
™ >0
o — > &
. > @
[ > &
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i OBJETIVO 07 | Diferenciar una funcién de otra y v
J determinar su inversa

CLASE DE FUNCIONES

A las funciones 1las podemos  clasificar de la sigulente
manera:

I
Inyvectivas, Uno a Uno 6 Inyectivas.

1.-

2.~ Sobreyectiva, sobre, Subyectiva o Suprayectiva.
3.- Biyectivas.

4.- Inversa.— Propiedades.

7.1. FUNCION INYECTIVA

EJEMPLO: Considerando la funcién f "a cada nlmero
entero hacerle corresponder su cubo'.

Luego, representémosla por las diferentes
formas o métodos.

f

A B
-3 2 =27
-2 ~ -8
-1 .|
0 > 0
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b) f:A-—>B={(-3,-27).(~-2.8).(1,1),(0,0),(1,1),(2,8),(3,27)1}
c) f(x) = x8 oy = x3

d) bd (x>

PR IO S Y S T |
Tttt

.....

-

PRI et
T e

Como observamos en las diferentes formas de representar
una funcién que a cada elemento del dominio le
corresponde un solo elemento en el codominio. En el
grifico o grafo las componentes de los pares ordenados
son diferentes y en el gréafico vemos qQue a cada par
ordenado le corresponde un punto en el plano cartesiano
vy solo uno.

POR LO TANTO:

Una funcién f: A -—-> B es inyectiva si y solo si cumple
con la siguiente propiedad:

Que a elementos distintos de A le corresponden imagenes
diferentes en B, es decir.

Sia®b=>f(a) ¢ £(b) es equivalente a:

a=b= f(a) = f(b)
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B EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Dadas las siguientes funciones, identifique cudles son
invectivas:

1.- f: A-—> B {(1,2),(2.4),(3,6).(4,8),(5,10)}

2.- f: C-——=>D

{(1,3),(2,6).(6,2),(3,1),(4,2)}

3.- f(x) = x2 definida en los N.
4. -
8
1 a
2 » e
3 > {
4 >0
5 > 1
5. -
f
A g
* > .
.\
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6‘_
h
A/’_\B
.\ F’;’.
c/><"\>o
7__.
N
B._
2
— \\// — >
T
9.~ ‘“"siguiente de” definida en los Z
10.- "a cada perscna asignarle su numero de afios"
SOLUCION

1.- f: A ---> B 51 es inyectliva porgque los elementos de los



5.-
6.-

7. -
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pares ordenados son diferentes.

£f: C —==> D No es inyectiva porgque dos pares ordenados
tienen la misma imagen.

Si es inyectiva porgque a cada numero natural le
corresponde un s6lo nGmero gque es su cuadrado.

Si es inyectiva porgue cada elemento del dominio tiene
una sola imagen en el codominio.

f no es inyectiva.
g si es inyectiva.
NOTA.- Si una funcién esté-definida en forma grafica. se
reconoce que es inyectiva trazando paralelas al eje x,
ai éstas cortan a la grafica en un solo punto. entonces

se trata de una funcién inyectiva.

Por lo tanto el ejemplo 7 corresponde a una funcidn
inyectiva.

No es inyectiva, porque si trazamos paralelas al eje x
éstas cortan a la grafica de la funcién en dos puntos.
Si es inyectiva.

No es inyectiva porgque dos o mas personas pueden tener
el mismo numero de afios.

Demuestre que las siguientes funciones son inyectivas
(Todas las funciones estan definidas de R -—-—-> R}

f(x) = 1 - 2/x2

SOLUCION

Para que una funcién sea'inyectiva debe cumplirse
que:

a=b=> f(a) = £(b)

Para mayor comprensién en la demostracién de los
ejercicios dados reemplazamos:

a = X1
b = x=2 entonces tenemos:

b => f(a) = £(b)

W
1



x1 = X2 => f(xi1) = £(x=2)
x12 - 2 x22 - 2
x12 x22
x22 . x12 — 2x22 = x22 . x12 - 2x1%
—2x22 = -2x12
X12 = x=22 L.Q.Q.D.
Por lo tanto f(x) = 1 ~ 2/x2 es inyectiva
2.— h(x) = 2x + 1
SOLUCION:
2%1 + 1 = 2x2 + 1
tx1 = 2x2
X1 = X2 L.@.Q.D.
Por lo tanto f(x) = 2x + 1 es inyectiva
3.- gx) = 4Ix
SOLUCION:
ix1 = 4x=2
(Tx1)2 = (Ix=2)=2
X1 = Xz ..@2.Q.D.
Por lo tanto g(x) = {x es inyectilva
x
4.- f(x) = -————=———=
x - 5
SOLUCION:

~146~



~147-

%1 Xz - 5%xi = X1 Xz - 5x=
-bx1 = -bx=2
X1 = X2 L.@.Q.D.

Por lo tanto f(x) = x/x-5 es invectiva

x + 2
5 - f(x) = ————————~
x2 - 4
SOLUCION:
x1 + 2 xz + 2
x12 - 4 x22 - 4
(x1 + 2) (x2 + 29
(%1 + 2) ( x1 - 2) (x2 + 2) ( x2 - 2)
1 1
( X1 - 2) ( X2 - 2)
X1 - 2 = x=2 - 2
X1 = Xz L.Q.Q.D.
X + 2
Por lo tanto f(x) = -———————— es inyectiva
x2 - 4

7.2. FUNCIONES SOBREYECTIVAS

EJEMPLO: Consideremos la funcién f "a cada nOmero
entero hacerle corresponder su cuadrado”.

Luego: representemos la funcién dada por las
diferentes formas o métodos.
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a)
f
3
N |50
2]
’1 ___,.—i.-—’?l
0 —"
1 — 34
2 —— ™)
3 o 9
b) f:A ——2 Bz{(_lal)s(131)’(—234),(254)9(—
3"9)’(359)’(030)}
c) f(x) = %2 oy = %=
d)
x fx)
1 1
-1 1
-2 4
2 4
-3 9
3 9
0 0
e)

A

Como observamos en las diferentes formas de representar
una funcidén que cada elemento del codominio es imagen de
por lo menos un elemento del dominio. En el grafo hay
pares gque tienen la misma segunda componente y en el
gréfico vemos también que algunos puntos tienen la misma
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ordenada.

POR LO TANTO:

:

Una funcién f: A ———> B es scbreyectiva sl vy solo si
cumple con la siguiente propiedad:

Que todos los elementos del codominio son imagen de por
1o menoe un elemento del dominio, es decir:

| beBe=> a€h tal que £(a) = b

[§ EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Dadas las siguientes funciones. Identifique cuidles son
sobreyectivas.

1-— f: A __"'>B {(6’2)3(9!8)’(3$1)!(12*4)’(1634)}

t

2 - £ C -—>D = {(1,4),(2,8),(3,12).(4,16)}
3. - h(x) = 2x - 7 definida de 2 ——-> 2z

4.- g(x) = x + 3 de N -—>N

5. -
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corresponder .

6_._
g
>e
//J’-
* >e
o,// S
7__
h
- L ]
e oy @
[ =
B.- "a cada numero racional hacerle
cuadrado”
9_..
A
-+ /’—-—"“

\ 4

su
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10. -~
N
\ ¥
.\v/. 1 + +

SOLUCION:

1.- f- A ---> B 81 es sobreyectiva porque existen pares
ordenados que tienen la misma segunda componente.

2.- f: C—-—-->0D S§i es sobreyectiva

3.- h{(x) Si es sobreyectiva

4.~ g{x) No es sobreyectiva porque los elementos 1,2,3 no
son imagen de ningin elemento del codominio.

5.- f si es sobreyectiva.

6.- g no es sobreyectiva, porgue existe un elemento en el
codominio que no es imagen de algan elemento del
dominio.

9.- HNo es funcion porque al trazar las paralelas al eje Vv
estas cortan en méas de un punto.

10.- NOTA.- Si una funcidén esti definida en forma grafica, se
reconoce que es sobreyectiva si las rectas horizontales
que pasan por el eje y cortan por lo menos en un punto
la grafica de la funciédn.
Por lo tanto el ejemplo 10 corresponde a una funcisén
sobreyectiva.
Demuestre que las siguientes funciones son
sobreyectivas. (Todas las funciones estén definidae de
R ---> R)

1.- f(x) = —x2 + 2

SOLUCION



. BRECT-WN
Para <gque una funcidn sea sobreyectlvaﬁ%ﬁe
¢

F
cumplirse que:

VbeB3laceh/ f(n) =D

i

Para realizar la demostracién de los ejercicios dados,
substituiremos:

a = X

b v entonces tenemos:

veB3dxea fx) =V

Para conocer si una funcién f- A ——> B se sobreyectiva,
se procede de la siguiente manera:

Se toma yo un elemento cualquiera de los reales,
conjunto B.

Aplicando la defincién de funcidn se halla un xo también
elementos de los reales, conjunto A tal que (xoyo) € f.

Eesto demueetrs que B £ de imegen de £, puesto que VvV €8

serbitrario. Pero como sabemos gque imaegen de f € B
entonces el recorrido de f es jgual al conjunto B.

y = —x% + 2

vyo = —x2 + 2
%02 = yo + 2

f(xa)

"

Yo

f(xa) = —x02 + 2

f(xo) = (yo — 2) + 2

f(xo0) = yo - 2 + 2

f(xa) = yo L.Q.Q.D.

Por lo tanto -x2 + 2 es sobrevectiva.
f(x) = 2x

SOLUCION:
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v = 2X

vo = 2Xo

vo/2 = %o

X0 = yo/2

f(xo0) = VYo

f(xo) = 2xo

fixao) = 2(yo/2)

f(xXo) = vo

f(x) = 2x es sobreyectiva.

3.- g(x) = 6x + 3

SOLUCION:

y = 6x + 3

yo = Bxo + 3

fxo = yo - 3

Xa = yo - 3/6

f(xo) = Vo

f(xo) = Bxo + 3

f(xo) = B(yo - 3)/6 + 3
f(xo0) = yo - 3 + 3
f(xo) = vo L.Q.Q.D



g(x) = Bx + 3 es sobreyectiva
1
g(x) = —=———=———-
x2 - 4
SOLUCION:

1 + 4yo
X02 = ————=mm—
yo
f(xo) = yo
1
f(xo) = —=——————-
x0?2 - 4
1
f(xa) = ——=———————mmme e
1 + 4yo
———————— -4
vo
1
f(Xg) = ——————r————————m———
1 + 4yo - 4yo
yo
Yo
f(xo) = =—==————m————=-=
1 + 4vo - 4yo
f(xo) = yo L.@.Q.D.
1
g(x) = —————-——-— es sobreyectiva

-154-
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7.3. FUNCIONES BIYECTIVAS

EJEMPLO:

Consideremos la funcién h "al doble de cada numero
entero sumarle 3"

Representemos la funcién propuesta por las diferentes
formas o métodos.

a)

)

-3 > -3
-2 -1
-1 > 1
0 > 3
i > 5
2 > 7
3 > 9

b) f:A"—>B={(_3"—3)’(—29—1)5(—1’1),(0’3)5(1,5)9(257),(3.!9)}

c)

X fx)
-3 -3
-2 -1
-1 1

0 3
-1 5

2 7

3 9

d) f(x) =2x + 3 oy = 2x + 3
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e)

Como observamos en las diferentes formas de representar
una funcién que cada elemento del dominio tiene imagen
diferente en el codominioc y que todos los elementocs del
codominio son imagenes de por lo menos un elemento del
dominio. En el griéfico vemos que a cada par ordenado le
corresponde un punto en el plano cartesianoc y solo uno

POR LO TANTO:

L

Una funcién f: A -—-> B es biyectiva si al mismo
tiempo es inyectiva y sobreyectiva.

f EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Dadas las siguientes funciones. Identifique cuales son
biyectivas.

1-— f: A —-——=2> B = {(2,1),(3,2),(4,3),(—1,"'2),(0,"‘1),("2,-3)}
o - f: C-—>D= {(2,4),(3,6),(6,3),(9,3),(4.8)}

3.- f(x) = x6é6y =x



>

N

e O =

f
//‘\B
> 1"
a3 "
>3
> 4"

e

[ JEeew—

—_—
>_.<_>,.

[
"'-;.
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¥

A
v

DESARROLLO:
f: A ---> B Si es biyectiva

f: ¢ ---> D No es biyectiva porque cumple con una sola
propiedad; es sobreyectiva.

f(x) = x 81 es biyectiva.
f: A ———> B Si es biyectiva.

h: A -———> B No es biyectiva, es unicamente sobreyectiva.



8.-

9., -
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g: C ——> D No es biyectiva, es solamente sobreyectiva.
Si es biyectiva
No es biyectiva: es solamente sobreyectiva
Cuando las funciones estén definidas mediante férmula,
es necesario comprobar si es Inyectiva y sobreyectiva al
mismo +tiempo; comprobacién que la podemos hacer
realizando su grafico o verificando las propiedades.

x1 = Xz => f(xi1) = £(x=2)

f(xao) = vo

Es inyectiva si:

x1 = xz2 => f{x1) f(xz)
f(x) = 2x + 4
2%1 + 4 = 2xX=2 + 4

2x1 = 2X=2

X1 = X2 L.Q.@.D.

Es sobreyectiva sil:

f(xo) = vyo

f(x) = 2x + 4

yo = 2xo + 4 1

2%Xo = yo - 4

vo - 4

XQ = ——mom—ome 2
2

f(xo) = yo 3 reemplazando 1 en 3
f(xo) = 2x0 + 4 4 reemplazando 2 en 4
f(xo) = 2(yo - 4)/2 + 4 simplificando
f(xo) = yo - 4 + 4
f(xo) = yo L.@.Q.D.

Por lo tanto la funcién f(x) = 2x + 4 es biyectiva



Desarrollo:

Anteriormente se demostrd qgque la
Inyectiva.

Es sobreyectiva si:

voxo — Xo = byo

xo(yo — 1) = byo

-160-

funcidén dada

X0
f(xo) = ———————=—
xo — b
5yo 5yo
vo - 1 vo - 1
f(qo) = —e—rmmm s ——— S e o o e i
Bvo Bya - Syo + b

es
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Syvo
f(xo0) = ——=——--
5
f(xo) = vyo L.Q.Q.D.
Por lo tanto la funcién f(x) = x/x-5 es bivectiva.

Demuestre que las siguientes funciones son bivectivas.

1.- h(x) = x/2
Desarrollo:
Realicemos el grédfico de h.

x| s 2| o] 1 |2] s
f(x)l-a/z!—1|—1/z|o|1/2|1|3/2

T

Del grafico se ve que:
a) Dom(f) = R
b) Im(£f) = R
Los dos conjuntos son iguales
Por lo tanto la funcién £(x) = x/2 es

biyectiva.

También podemos decir que es biyectiva demostrando gque
cumple con las propiedades.
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.Es inyectiva si: Es sobreyectiva si:
f(xi) = f(x2) => X1 = X2 f{xo) = yo
f(x) = x/2 | f(x) = x/2
X1/2 = x2/2 yo = Xa/2
2x1 = 2x=z X0 = 2yo
X1 T X2 f(xo) = yo
f(xo) = Xo/2
f(x0) = 2yo/2

f(xo) = yo

Por lo tanto la funcién £(x) = xX/2 es
biyectiva.

2_ -~ PROANO, Ramiro, 1982.
La funcién g: R+ U {0} ——-> R = {(x,y)/y = -ix}. no es
biyectiva, pero podemos transformarlia de la siguiente
manera:
DESARROLLO:
Para que g sea biyectiva, debe ser sobreyectiva,
por lo que es necesario modificar el conjunto de
llegada (R).
Del siguiente grafico, se puede determinar que:
x | v p
4 -2
2 -1.4
1 -1 < -
0 0

conjunto recorrido = R+ U {0}

Para que sea sobreyectiva es necesario gue:
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conjunto de llegada (R) = condjunto recorrido *
por lo que el conjunto de llegada debe ser R~ U {0}

g: R* U {0} -—-> R+ U {0} = {{(x,¥)/y = —~1x} X

Esta funcidén g va es sobreyectiva, y como también es
invectiva, se concluye que:

g: R+ U {0} --—>R*+* U {0} = {(x,¥)/y = -{x} es biyectiva.

NQTA : * Si una funcién no es sobreyectiva, para
que sea, se debe restringir el conjunto

de llegada

£ 3 $4i una funcidén no es inyectiva,., para que
sea, se debe restringir el conjunto de

salida.

FUNCION INVERSA O RECIPROCA
Consideremos el siguiente edemplo:

Sea A = {1.2,3.4}, B = {a,b,c,d} y h: A -—-> B una
funcioén definida en las diferentes formas o métodos.

1.- Diagrama Sagital

Funci Inversa

- 1
o 2
>3
> 4

L - Y
Lo oelg
Q) & 0]

2. - Grafo de la funcién o pares ordenados
h = {(1,8),(2,b),(3,c),(4,d)}
h..

1 = {(a,1).(b,2),(c,3),(d,4)}
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3.- Tabla
Funcién Inversa
A B B A
1 a a 1
2 b b 2
3 c c 3
4 d d 4
4.- Grafico
d 4 ‘
C 4
-4
b4 Wt
3L
ad z.h/
R — '1
1 2 3 4 v ed
5.—DP * > g -
f: A cada numero natural menor que 5  Thacerle

corresponder las cuatro primeras letras del abecedario.

f-1: A las cuatro primeras letras del abecedario hacerle
corresponder los numeros naturales menores que cinco.

N
Al observar las diferentes formas de representar una
funcién vemos que a cada elemento del dominio le
corresponde un solo elemento del codominio y en su
inversa se intercambia el orden de las componentes de
cada par ordenado, es decir aquellas que estaban como
primeras componentes pasan a ser segundas componentes y
reciprocamente. Todo esto nos indica que para determinar
la inversa de una funcidén se requiere que sea bilyectiva.
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La funcién inversa de una funcién inyectiva f se denota
por el simbolo f-3 que se lee: "f inversa’” 6 “funcidn
inversa' .

Cuando f viene dada por y = f(x), hemos dicho que x e8
variable independiente y 4que ¥y €8 la variable
dependiente. Los pares ordenados son de la forma (x,V).

La funcién inversa f-3 puede escribirse como X = f-1(y)
donde vy es la variable jindependiente, x es la variable
dependiente v los pares ordenados son (y,X).

POR LO TANTO:

\

51 uns funcién f: A ———> B es biyectiva entonces podemos
definir su inversa

£-1B —-> A de la siguiente forma:

para cada v € B existe un unico elemento XE€ A tal que
f(x) = y: definimos entonces; X PpOr f-i(y), lo cual se
expresa asi:

y = f(x) <=> x = £-1(y)

EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.

Determine la inversa de la funcidn.
f(x) = 3x - 1.
DESARROLLO:

Comprobamos si la funcidn dada es biyectiva para lo cual
verificamos si es inyectiva y sobreyectiva.

Inyectiva

f(x) 3x - 1 f(x) = 3x -1

3x1 - 1 = 3xz - 1 ; yo = 3x0 - 1
3x1 = 3xz : | yo - 1 = 3xo
X1 = Xz yo - 1

Si es unyectiva 3
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H
bl
o
i
<
o

f{xo) = —~—————————————
3

f{xa) = yo + 1 - 1

f{xo) = yo

Si es sobreyectiva

La funcidén dads es biyectiva por lo tanto podemos
determinar su inversa asi:

f(x) = 3x - 1
vy = 3x - 1 despejamos x de la igualdad
v + 1 = 3x
y-+ 1
—————— = x ' entonces la funciodn inversa es:
3
v + 1
f-3(y) = —————~
3
{(x)=3x-1
-3 > -10
-2 \_7
-1 > -4
0 >-1
1 > 2
2 > §
3 > &
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-1 1
£ (y)=-2-g

-10 > -3

-7 > -2

-4 L |

-1 > D

2 > 1

5 > 2

8 > 3

2. Pruebe si las sigulentes funciones son biyectivas, luego
calcule su inversa.
a) £f(x) = /x/
b) h(x) = -3x + 2
2 - 1b5x
c) g(x) = —=—————---
5
d) f(x) = x2 - 9
e) h(x) = /x-2/
DESARROLLOQ:
a) f(x) = /x/ f(x) = /x/
/X1/ = /x2/ y = /x/
X1 # % x2 vo = /Xo/
X0 = Yo

f(xo) = ye
Si es sobreyectiva
En consecuencia no es biyectiva, po lo tanto no tiene
inversa.
b) h(x) = -3x + 2
3x1 + 2 = -3xz + 2 vy = -3x + 2

-3x1 = -3xz vo = —-3x0 + 2



Hr = X2

Si es inyectiva

f(x0)
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2 - yo
XQ = ———m——————
3
fi{xo) = yo
f(xo) = -3%0 + 2
2 - yvo
= -3(~————-—- Yy + 2
3
f(%o) = -2 + yo + 2
f(xo) = vyo

Si es sobreyectiva

Por lo tanto la funcién dada es biyectiva

Determinemos su inversa.

h(x) = -3x + 2

y = -3x + 2

3x = 2 -y
2 -vy
% = m————
3
2 -y
f-i(y) = -————
3
2 - 1bx
c) g(x) = —=———————=
5
DESARROLLO
2 - 15x;

2 - 1Bx=2



10 - 7bx1 = 10 - 75x=

~76x1 -T5x=2

X1 = Xz

Si es inyectiva

Determinamos su inversa.

g(x) = ==——————=

5y = 2 - 15x

16x = 2 - by

5vyo0 = 2 - 1bxo

15y0 = 2 - bHyo

X0 T —-————-—

+h
b
Q
S
1
e
o]

f(xo) = yo
Si es Bobreyectiva

Por lo tanto es biyectiva
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d) f(x) = x2 - 9

DESARROLLO:
1% — 9 = x=22 - 9 vy = x2 - 9
x12 = xz2 vo = Xo2 - 9
V x12 = V Xz2 - vo + 9 = Xo
x1 # t X2 V vo + 9 = V xXo=2
Si eg inyectiva ‘ V vo + 8 = Xo
Xao = V vo +°9
f(xo) = yo
f(xo) = V (yo + 9)2 - 9
= yo + 9 -8
f(xo) = yo
Si es\sobreyectiva
Conclusion:

La funcién dada no es biyectiva por lo tanto
no tiene inversa.

e) hix) = /x-2/
No es blyectiva

Por lo tanto no tiene inversa

3. Encuentre el dominio y el recorrido de h(x) = (x - 25)/5
luego calcule la inversa sl es posible y realice una
grafica de £ y £~1 en el mismo sistema de coordenadas.
DESARROLLO:

a) El1 dominio de la funcién dada son los reales (R)

b) Determinemos el codominio



5y = x - 25

5y + 25

"
"
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El codominio de la funcién son los reles.

c) Verifiquemos si la funcién es biyectiva.

Bx1 - 125 = bxe - 120

5x1 = bHxz
X1 = Xz

Si es inyectiva

d) Determinemos su inversa.

S5yo + 25

Xo
xo = Byo + 25

f(xo)=yo

t+h
~
bl
s}
S
t

f(xo0)

I

vao
S5i es sobreyectiva

.Por lo tanto es biyectiva
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5v = x - 25
5y + 25 = x

h-3i(y) = &y + 2D

e) Realizamos su grafico.

x - 25
¥ = e h-1 = b5y + 25
5
A B B A
-5 -6 -6 -5
0 -5 -5 0
5 -4 -4 5

PR

L
:/

4. En el siguiente caso determine si f es biyectiva. En
caso afirmativeo calcule su inversa.

X - 2 ., 81 %
f: R ~—~> R definida por: f(Xx) = x2 + 2, 81 0
2x + 1, 8i x

v A LA
- )
A
b
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DESARROLLO:

x <0 = J-a...0]
0 < x < 1= 10.1

x =21 =[1l...al

Determinamos los elementos del codominio.

X+ 2 £+2 2x +1
K/ﬂ\\h A(’"\h A/"xh
0 >2 0 »2 | >3
-1 »1 2 »5
- »0 3 >7
-3 >-4 1 >3 4 >G

f{x -1
’/,,d.,LL__m\\\ﬁ* f
A B B//———\A
51
"0 'l \.3
> 1 ? 2
- 2 !
1 > 3 -
2 » 5 3 1
3 > 7 J > 2
4 > 9 7 > 3
9 > 4
51 es biyectiva
Dada la funcién h: R -—--> R definida por xZ + 1

Hallar:
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a) £-1(5)

b) £-1(10)

c)y £-1(2)

DESARROLLO:

vV = X2 + 1

¥y — 1 = x=
X = V vy - 1
f(y) = V y - 1
f(b) = V 5 -1 £(10) = V 10 -1 £(2) = V 2 -1
f(b) = + 2 £(10) = * 3 £f(2) = 1
6. En el siguiente ejercicio trazar la grafica de £y £-3,
en un mismo sistema de coordenadas, si f£f: [-1,3] => [-
4,127
x —-—=> f(x) = x2 + 2x - 3
f ¢t
-1 ;-—4 -4 ";'1
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7. Encontrar la funcién inversa (si existe) y trazar la
grafica de f y f~1 en un mismo sistema de coordenadas si

f(x) = x2 - 8.

fix) = x8 - 8
X183 - 8 = x2% - B

X113 = x=23
V (x1)8 = V (x=)3

X1 = Xz

81 eg inyectiva

Determinemos su inversa.
y = x83 - 8

V vy + 8

"
i

y =x2 -8

vo = x02 - 8
vo + 8 = xoS3

Xo = V vo + 8
f(xa) = vo

f(xXo0) = Xx0® - 8

f(xo) = V (yo + 8)2 -8
f(xo) = yo + 8 - 8
f(xo) = yo
Si es sobreyectiva

Por lo tanto es biyectiva
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= V vy + 8

f=3i(y)

y +

f-1(y)

= x2 -8

f(x)
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ACTIVIDAD DE REFUERZO No. 7

51 desea verifique BuUS logros
desarrolilando 1cs ejercicion que a
continuacién le proponemos:

1.- Escriba una (I) dentro del paréntesis si el grafo de la

funcién es inyectiva y una (S) si es sobreyectiva.
a. ( ) {€1,1),(2,2),(3,3),(4,3),(5,4)}

b. ¢ ) {(4,3),(5,2),(6,3),(7,1),(8,1)}

c. { ) {(5.2),(10.3),(6,6),(7,5)}

d. ¢ )Y {(a,b).(b,a).(c,d),(d,c),(e,f),(f,e)}

e. () {(3,6),(2,4).(4,8),(1,2),(-1,62),(4,8)}

2.- Al pie de cada-gréfico escriba el nombre de la funcidn
a la que corresponde.

a) b)
f £
/—"-—s\ /"'——-——_\
A B A B
- '———-——_—.‘__———____‘ry . -
'-—__'—'__—_____.__..—..—--——».




c)
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d)

8 1

=

e)

)

Escriba el tipo de funcién al gque pertenecen las
siguientes funciones:

a)

b)

c)

d)
e)

A cada provincia ecuatoriana hacerle corresponder
su capital.

A cada alumno de un paralelo asignarle un profesor
de matematica.

A cada provincia ecuatoriana le corresponde su
presupuesto.

"a es perpendicular a b" entre lineas.
“x siguiente de y" en 2
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Determine si las siguientes relaciones son funciones;
Inyectivas, Sobreyectivas o Biyectivas y trace su
grafico.

a) f: R —~=> R+, x ——> f(x) = x2
x - 1
b) f: R -—> R, f(x) = —==————-
x - 2
Ve 74
c) f- R ——> R, f(x) = ———=—
X

d) f(x) = V 1 - x2, 0=x=1/2

e) f- R+ ———> R, f(x) = 1 - 2/%x?

Dadas las sigulentes funciones. Encontrar su inversa (si
existe) dominic y codominic luego trazar la grafica de

f v f-* en un mismo sistema de coordenadas:

a) hi(x) = 3x + 6

b) f(x) = x®8
x + B
c) h(x) = -———————-
2
d) g(x) = xis3
2% + 1
e) g(x) = ————==————
x - 3
Determine la funclén inversa de f(x) = 4x + 10 vy

definala en las seis formas.
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8.1. Definicién
B8.2. Calculo de funciocnes
UNIDAD 8: COMPOSICION DE " compuestas
FUNCIONES B.3. Propiedades
k
A B > B 5 C
\ /
L 4
g(x)
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OBJETIVO 08 Determinar la funcidén producto tanto

analitica como graficamente y demostrar
sus propledades.

8.1. &COMO DEFINIMCS A UNA FUNCION PRODUCTO?

Analicemos el siguiente ejemplo:

En un colegio se realiza una rifa y los nameros se
reparten entre los siguientes alumnos: Luis, Carlos,
José, Miguel, Jorge, Kléver, Manuel, Efrén, Félix ¥
Vinicio. Hay el mismo numero de boletos como alumnos, de
tal manera que a cada uno le corresponde un -numero.

A es el conjunto de alumnos
B es el conjunto de los boletos
B- es el conjunto de los premios

A = {Luig,Carlos,José,Miguel, Jorge,Kléver,Manuel,
Efrén.Félix,Vinicio}

B=4{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

B° = {1lro,2do,3ro,4to,5t0,6to,7mo, Bavo, 9no, 10mo}

Formemos las funciones respectivas mediante tablas.

P: A -—> B que hace corresponder a cada alumno su
ntmero para la rifa. '
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P: A -——> B

Luis 1
Carlos
José
Miguel
Jorge
Kléver
Manuel
Efrén
Félix
Vinicio

LONRFRL,OONDOO

Q: B ——>B~ funcién que hace corresponder a cada
boleto su premio.-

Q: B -——> B~

4to.
10mo.
3ro.
Sno.
iro.
Bavo.
Bto.
2do.
5to.
Tmo.

SO ~NoMmbkWNE

‘.—l

La composicién entre éstas dos funciones nos da la
correspondencia entre los alumnos y los premios que
ganaron.

Formemos la tabla @ o P considerando las funciones
anteriores.

Empecembs con el alumno Luis que tiene el numero 10
segin P: al boleto 10 le corresponde €l premio mo. ,
segiin Q. )

Entonces en la tabla de Q@ o P anotaremos que: al alumno
Luis le corresponde el premio 7mo.

Al alumno Carlos que tiene' el boleto nimero 8 le
corresponde el 2do. premio.

Al alumno José que tiene el boleto con el numero 7, le
corresponde el 6to. premio, y asi sucesivamente hasta
concluir con todos los alumnos.
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Q o P
Luis Tmo .
Carlos 2do.
José tto.
Miguel iro.
Jorge 5to.
Kléver 9no.
Manuel 4to.
Efrén 10mo.
Felix Bavo.
Vinicio 3ro.

P
m
A B C
Luis > 10 > 7mo.
Carloc > B = 2do.
José 7 > 6to.
Migue} > 5 - [ro.
Jorge » 9 —» 5to
Kiéver > 4 9no,
Manuel » 1 »4to.
Efrén > 2 > 0mo
Félix » 6 3 8va
Vipicio > 3 > 3rQ
QoP )

Como observamos en el diagrama sagital que el conjunto
B = conjunto de los boletos de la rifa, es imagen de la
primera funcién P, ¥y dominio de la segunda funcidén Q.

Por esta razén cada alumno tiene el premio respectivo.

El dominio de @ o P (funcién producto) es el conjunto de

alumos.

El codominio de @ o P lo obtenemos asi:
P(Luis) = 10 A Q(10) = Tmo. => Q(Luis) = Tmo.
P(Carlos) = 8 A @(8) = 2do. => Q(Carlos) = 2do.
P(José) =7 A Q(T) =z 6to. => Q(José) = 6to.
P(Miguel) = 5 A Q(5) = 1ro. => Q(Miguel) = 1ro.
P(Jorge) = g8 AN QD) = 5to. => (Jorge) = bto.
P(Kléver) =4 A Q(4) = 9no. => Q(Kléver) = 9no.
P(Manuel) = 1 A Q1) = 4to. => @(Manuel) = 4to.
P(Efrén) =2 AN Q(2) = 10mo. => Q(Efrén) = 10mo.
P(Félix) =6 N Q(6) = Bavo. => Q(Félix) = Bavo.
P(Vinicio) = 3 A Q(3) = 3ro. => .@Q(Vinicilo) = Jro.

Por lo tanto el codominio de @ o P es el conjunto de
premios. ‘

Consideremos otro ejemplo:



Sea h(x) = (x + 2)=2

LQué operaciones realizamos para calcular h(x).
Primeramente hay que sumar 2 a X para obtener un numero
que lo llamaremos v

v=x+ 2

Luego elevaremos v al cuadrado, obteniéndose otrc namero
que lo denotamos con z.

z = v=2
Con lo cual z es el valor de h(x)

Para calcular h(x) hemos aplicado dos reglas de caracter
algebridico: "sumar 2" y al total "elevar al cuadrado";
es decir para calcular h(x), tenemos que aplicar una
después de otra, dos funciones, la primera g que hace
corresponder a un numerc real que resulta de sumar 2 y
la funcién k que hace corresponder al nimero real su
cuadrado.

g(x) X + 2

x2

k(x)

I

Una vez obtenide el real g(x) = X + 2, a partir.del real
%, hacemos actuar la funcién k para conseguir g.

k(g(x)) (8(x))=

K(g(x)) = (x + 2)2

Concluyeﬁdo tenemos que:
h(x) = k(g(x))

De esta forma diremos gue h se ha obtenido de la
compogsicién de las funciones g y k que se simboliza por
(k 0 g) 6 (kf). colocando un circulo pequefilto entre las
dos. Esta nueva funcién toma el nombre de funcion-

producto ¢ funcidén compuesta de g con k 6 también
compogicién de g con k.

e

La razén por la que se anota "al revés” las dos letras
la da el orden de actuacién de las funciones: primero g
v después k.

Para que este cdlculo tenga sentido es necesario que el
recorrido o imagen de la primera funcién sea subconjunto
propio del dominio de la segunda funcién.

Rg € Dome = B
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En base a las indicaciones expuestas anteriormente
definimos la funcién producto asi:

DEFINICION L

Dados A, B ¥y C tres conjuntos no vacics y dos funciones
g: A--->B, k: B-—->C, llamamos funcién compuesta de g ¥
k. a otra aplicacién que relacione directamente los
elementos del conjunto A con los del conjunto C y se
denota por k o g a la funcién.

kog: A -—>C

1]

definida por (kog(x)) k(g(x}))

= pignifica "igual por definicién”

‘Observamos que el orden en el cual se escriben las
funciones kog es inverso al orden en el cual se aplican.,
es decir, se aplica primero la que estd méds cerca de x.

Ademds tenga presente gue al multiplicar dos funciones
P:A-——>B y @:A°-—->B° puede ocurrir lo que indica la
gréfica que a continuacién dibujamos:
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>
vo)

v v

L

Vemos que ninguna flecha de la funcién P llega a A”: la
imagen de P y el dominio de Q son disjuntos por lo tanto
ningin elemento gque esté en la imagen de A 8sera
transeformado por Q y la composicién Q@ o P mo hara
corresponder a ningin elemento de A en el elemento B~,
a éste tipo de funciones que tiene su dominio e imagen
vacio y que no puede efectuarse el producto, se denomina

funcidn vacia.

CALCULO DE FUNCIONES COMPUESTAS

B EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.-

Dado g: A ---> B y k: B ---> C, definida por el
siguiente diagrama:

a
\\

2~—4 38\.. g y

e /><~)z

T kog T

DESARROLLO:

Calculandeo (k o g): A ---> C por la definicién tenemos:

kog (1) = k(g(l)) = k(e) = z
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k og (2)

k(g(2)) = k(i) X

kog (3

k(g(3)) = k(e) z

Tenga presente que la funcién (k o g) es equivalente a
i , desde A a C en los diagramas de las
funciones g y k.

Con las funciones g: R -——> R vy k: R ———> R definidas
por g(x)=x2+3x+1, kix) = 2x~-3

Hallar 1las férmulas respectivas para la funcidn
producto:

a) k og
b) g o k
c) g 0 8
d) ko k
SOLUCION
a) kog
kog (x) = k(g(x)) = k(x2Z + 3x + 1)

Sustituimos la funcién g(x) en la férmula de k(x) ¥
realizamos las operaciones indicadas, asi:

kog 2(x2 + 3x + 1) - 3

2%2 + Bx + 2) - 3

kog

kog = 2x2 + 6x - 1 sol.

b) 20k

g ok (x) = g(ki(x)) = 8 (2x-3)
= (2x-3)2 + 3(2x~-3) + 1
= 4x2 - 12x + 9 +6x - 9 + 1
= 4x2 - 6x + 1 sol.

c) 20 g

g (x2 + 3x + 1)

(x2 + 3x + 1)2 + 3(x2+3x+1) + 1

x4+ 6x3+11x2 + B6x+1+3x2 +9x+3 + 1
w4 4+ 6x3 + 14x2 + 15x + D sol.

g o g (x) = gl(g(x))

i
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d) ko k

k o k (x) = k(k(x)) k (2x - 3)

2(2x - 3) - 3

4 - 6 - 3

= 4x - 9 sol.
Dadas las funciones gix) = x -2y k(x) =x + 7 de
R -——> R:; halle kogygoky determine el dominio de
la funcién compuesta.
DESARROLLO:

Primero determinamos el dominio de cada funcidn.

R

Dom(g)

R

Dom(k)

Célculamos kog v gok y el dominio de cada producto.

kog
k o g (x) = k(g(x)) = k(x = 2)
=x -~ 2+ 7
=X +95 sol.
Dom(kog) = R
g0k
g ok (x)= g(k(x)) = g(x +7)
=x +7 - 2
=x+ 5 sol.

Dom(gok) = R

Con el conjunto B = {-3,-2,-1,0,1,2.3,} V¥ las funciones
de B en B definidas por las férmulas: g(x) = 2%,
k(x) = x + 1. Determinar la funciédn producto kog vy gok
v realice el diagrama de Venn de cada una de ellas.
DESARROLLO:

Determinamos la férmula de la'funcién producto kog

[

kog(x) = k(g(x)) k(2x)

= 2x + 1 Bol.
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Calculamos las imagenes de kog

kog = 2x + 1

kog(-3) = 2(-3) + 1 = - 6+ 1 =-05
kog(-2) = 2(-2) + 1. = -4+ 1 =-3
kog(-1) = 2(-1) + 1 = -2+ 1=-1
kog(0) = 2(0) + 1 = 0+ 1=1
kog(l) = 2(1) + 1= 2+ 1 =3
kog(2) = 2(2) + 1 = 4+ 1=5
kog(3) = 2(3) + 1L = 6+ 1 =7

g(x) k(x)=x+1

2
#

/

SHNOMNASR

—H W —S LW
L VNN

L

Determinamos la formula de la funcién producto gok

g (x + 1)

gok (x) = g(k(x))
2 (x + 1)

It

= 2x + 2 s0l.
Calculamos las imdgenes de gok
Otra forma de determinar la imagen de una funcidn-—

producto es sustituyendo cada elemento del conjunto dado
en la formula (k=x+1) y este valor en la forma (g=2x%)

gok (-3) = g(k(-3)) = g (-2) = -4
gok (-2) = g(k(-2)) = g (-1) = -2
gok (-1) = g(k(-1)) = g (0) = 0
gok (0) = g(k(()) =g (1y = 2
gok (1) = g(k(1l)) =g (2) = 4
gok (2) = g(k(2)) =8 (3) = 6
gok (3) = g(k(3)) =g (4) = B8
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k(X)) =x+1 g(x) = 2x

%

J

2

/

/

/
—moaamvohh

Y CYURCRURN

4

e B = O e P
sl VRN )

o
~

Comparando la imagen de gok y kog vemos qgque son
diferentes, esto nos permite hacer la siguiente
observacion:

El producto de
funciones no siempre
es conmutativo

gok # kog

Decimos no siempre, porque existen casos en los cuales
gok = kog como vemos en el siguiente ejemplo y en un
anterior, donde si se cumple la propiedad conmutativa;
pero, esto &8 en casos muy especlales.

Dado el conjunto P = {1,2,3,4} v las funcionee:

2;8(2)
4;k(2)

4;2(3)
3;:;k(3)

1;2(4)
2:;k¢4)

g: P ——> P tal que:g(l)
k: P ~-~=> P tal que:k(1l)

(1
T
"
inu
w

Determine gok y kog.
DESARROLLO:

Aplicando la defincién de funciédn compuesta tenemos:

gok

gok (1) = g(k(1)) = g(4) = 3
gok (2) = g(k(2)) = g(3) =1
gok (3) = g(k(3)) = g(2) = 4
gok (4) = g(k(4)) = g(1) = 2
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k g
| 2 =3
2 » 4 ]
33—+ » 1 2]
4] > 3 >2
| gok T

kog

kog (1) = k(g(l)) = k(2) = 3

kog (2) = k(g(2)) = k(4) = 1

kog (3) = k(g(3)) = k(1) = 4

kog (4) = k(g(4)) = k(3) = 2

g k

T T~ T T
| > 4 =3
2 » 3 >]
3 ) ]
4 > 1 52
T kog

Hallar f(x) 81 g(x) v gof(x) viene dado como sigue:
g(x) = x8

gof (x) = x3 - 3x2 + 3x - 1

DESARROLLO:

gof (x) %3 - 3x2 + 3x - 1
gof (x) = (x - 1)3

como g(x) = x3
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gof (x) = g (£(x))
= (£(x))3
(x - 18 = (£(x))=
(x - 1)3 = (£(x))8

o 3
V (3 - 1)= = V f(x)3 ; x -~ 1 = £(x)

Por lo tanto f(x) = x - 1

Calcular fog(x) y su dominio si:

f(x) = x2 + 2x + 1

g(x) = - x + 2

DESARROLLO:

fog (x) = f(g(x)) = £ (- x + 2) = (2-x)2 + 2(~x+2) + 1
= 4 - 4x + x2 -2x + 4 + 1

= x2 - 6x +_ 9 sol.

Dom (fog) = R

Demostrar a qué clase de funcidn pertenecen: f(x) = 3-2x
vy g(x)=6-3x, luego verificar 8i su producto es de igual
tipo.

DESARROLLO:
f(x) = 3 - 2x g(x) = 6 - 3x
X1 = Xz X1 = Xz
3 - 2%1 = 3 - 2xz 6 - 3x1 = 6 - 3xz
~-2X1 = -2Xz -3x1 = -3x=2
X1 = X2 X1 = X2
Por lo tanto es inyectiva Por lo tanto es inyectiva

De esta forma hemos comprobado que las funciones dadas
son inyectivas. Ahora probamos si su producto también es
funcién inyectiva. '

fog
fog(x) = f(g(x))

I

f(6 - 3x)

3 -2 (6 - 3x)
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= 3 - 12 + 6x
= 8x - 9
= 23 - .3 sol.

Verificamns si es inyectilva:

fog (x) = 2x - 3

X1 = X2

2%x1 — 3 = 2xz2 - 3

2x1 = 2x2

X1 = Xz

Por lo tanto el producto fog(x) es inyectivo

Del ejercicio desarrollado podemos concluir:

QUE:

!

- Si £ vy g son funciones inyectivas, también lo es

gof.

- si f yv g son funciones sobreyectivas, también lo es

gof.

- Si f v g son funciones biyectivas, también lo es
gof.

8.3. PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE FUNCIONES

Las propiedades de un producto de funciones son:

a)

b)

a) Conmutativa
b) Asociativa

PROPIEDAD CONMUTATIVA

De lo estudiado anteriormente podemos decir que el
producto de funciones no siempre cumple con la
propiedad conmutativa.

PROPIEDAD AfOCIATIVA
(Seymour-Lipschutz, 1976, pag. 49)
Sean f: A -——-> B ; g: B ——> C y h: Cc --——> D.-

Entonces como se muestra en la figura 4.1. se
pueden formar las funciones producto (gof):A--->B
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vy la ho(gof): A ~--> D

A B c. D

gof T
ho(gof)

Fig. 4.1.

Asi mismo, como se ilustra en la fig. 4.2., se puede
formar la funcidédn producto hog: B -——> D y luego 1la
funcién (hog): f£:A--->D

h h
A B 8 C D
|
hog
(hog)of
Fig. 4.2.

Ambas ho(gof) y (hog)of son funciocnes de A en D. Un
teorema fundamental sobre las funciones afirma que éstas
funciones son iguales, a saber:

TEOREMA. 4.1.: Sean f: A ——-> B , g: B ——=> C y h: C-->D.
Entonces

(hog) o £ = ho(gof)

En vista de este teorema 4.1. se puede escribir:

hogof: A ——> D s8in paréntesis
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1.- Demostrar la propiedad asociativa con las siguientes

funciones:

a) £(x)

H

g(x) b o

h(x)

X
DESARROLLO:
(gof) o k
g(f(x)) ok
g(3x+6) o k
(3x+6) o k
(gof) o k
gof (k(x))
gof (x+1)
3(x+1) + 6
3x + 3+ 6

3x + 9
A

+

3x + 6

1

go(fok)
go(f(k(x)))
go(f(x + 1))
go(3(x+1) + 6))
go(3x + 9)
go(fok)
go((fok)(x))

go(3x + 9)

- >+

b) f£(x)

it

g(x)

k(x)
DESARROLLO:
(fog) o k

f(g(x)) ok

£f(2x-1) o k

(2x-1+4) o k

X

+

3x

(2x + 3) o k

(fog) o k

(fog) k(x)

4

2% - 1

fo(gok)
fo(g(k(x)))
fo(g(3x))
fo(2(3x) - 1))
fo(6x - 1)
fo(gok)

f(gok(x))
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(fog) (3x) = f(6x - 1)
2 (3x)y + 3 = Bx - 1 + 4
6x + 3 = B6x + 1
A A
L ]
c) f(x) = 3x - 2
g(x) = x/2
k(x) = 4x
DESARROLLO:
(fog) o k = fo(gok)
f(g(x)) o k = fo(g(k{(x)))
f(x/2) o k - =' fo(g(4x))
3(x/2) - 2 0 k = fo(4x/2)
(3x - 2)/2 o k = fo(2x)
(fog) o k = fo(gok)
fog k(x) = fo(gok(x))
fog (4x) = fo (2x)
3 (4x) - 4/2 = 3 (2x) - 2
12x - 4/2 = 3(2x) - 2
6x - 2 = 6x - 2
A A

COMPOSICION CON LA FUNCION INVERSA

Dado f: A -———-> B, una funcién biyectiva, y f-1 de
B ———-> A su funcién inversa y al realizar el producto
f-* 0 f, 6 £f o £f-1 obtenemos una funcidén identidad del
conjunto A o del conjunto B respectivamente.
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f f
X y X
f-1 o £(XI=X
f of
-1
y IR y
f-3 o £(x)=y
f of

TEOREMAS FUNDAMENTALES

Los tecremas fundamentales sobre la funcidén reciproca
(segin Seymour Lipschutz, 1976, pag. 51) son:

1.-

Sea la funcién f: A ---> B inyectiva V¥
sobreyectiva, o sea que ia funcién reciproca f—% :
B ——> A existe. '
Entoncee el producto de composiciones

(f-* 0 £) : A ——> A

es la funcién idéntica sobre A, v el producto de
composiciodn.

(f o £-3) : B ——> B

ea la funcién idéntica sobre B.

Sean £f: A ———> B vy @&: B -—> A. Si la funcién
producto de composicién (gof) : A ——> A es la
funcién idéntica sobre Ay si (fog) : B -——> B es

lja funcién idéntica sobre B, g es funcidn
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reciproca de f, es decir, g = £-1

Ambas condiciones son necesarias.

R EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.— Dada la funcién f(x) = 3x - 2 y su inversa'f—lz(y+2)/3.
Hallar f-2 o £ y fof-3*
DESARROLLO:
f(x) = 3x - 2
vy + 2
f-r (x) = ——————~
3
Para facilitar el desarrollo del ejercicio sobre la
composicién de funciones con su inversa es necesario
cambiar la variable y por x o X por y, asi:
vy + 2
f-2 ( X)) = ———==——
3
x + 2
cambiando f£-1 (x) = ——=——=—-
3
Ix - 2 + 2 3x
f-1 o f(x) = £ o f(x)=f-1(3x-2) = ~—————————— = —-——— =X
3 3
-1
f=3x-2 f =(x+2)3
™
A B
-2 > -8 »-2
-1 > -5 »-1
0 > -2 » 0
1 2! > 1
2 > 4 » 2
-1 i
f of
y + 2 y + 2
f o f-1 (v) = f(£-3¥(x)) = £ (———————- ) = (== ) -2
3 3

-y + 2 - 2

I
«
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-1
f = (x+2)3 f =3x-2
-8 > -2 » -8
-5 > -1 » -5
2 » 0 > -2
1 | » 1
4 , 2 > 4
-1
fof
Con la funcién g(x) = x - b y 1la inversa g~* =y + b.

Determinar g o g=1 y g+ o g

DESARROLLO:

Calculamos g o g~1 (x)

g o g=1 (x) = g(g(x)) = g(x +5) =x+5 -5 =x
Calculamos g—* o g(y)

g-* o g(y) = g3 (g(y)) = gy - 5) =y -5+5 =y
Sea la funcién h(x) = 2x + 3 y h—1 = (y-3)/2. Represente
h-* c h y h o h-1 en forma grédfica.

DESARROLLO:

Representamos grédficamente el producto h-2 o h

h=2x+3 h1= % -3)2
7 ™

A B A
-3 » -3 » -3
-2 » -1 > -2
-1 > ] > -1
0 » 3 ]
1 » 5 » 1
2 y 7 » 2

=
-
=]
=

h-1 o h: A ——> A A
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Representamos grédficamente el producto h o h—32

4
h =(x-3)2 h=2x+3
A B
-3 » .3 > -3
-1 » .2 > -f
1 » -1 i
3 » () s 3
5 > 1 > 5
7 ’2 Ed 7
hoh

hoh*: B-—>B=238

Sea la funcion f(x) = x2 - 1 y -1 = V y + 1. Hallar:
f-1 o fy f o £f-1

DESARROLLO:

Determinemos £-1 o f

f=x"-1 fLy+1

/‘_ﬁ\m
A A
: i —
X /////// > >0
1 3
2 /f'

3~
-3/

Como se observa en el grAfico la funcién dada es
sobreyectiva pero no inyectiva por lo tanto no es
biyectiva y es condicidén necesaria que para determinar
la inversa, la funcién dada debe ser biyectiva.
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ACTIVIDAD PE REFUERZO No. 8

Con las funciones g: R ——> R yv k: R ——-> R definidas

por:
g(x) = %2 + 6x -6; y, k(x) = 6x — 8. Hallar las f6rmulas

respectivas para la funcidén producto.

a) k
b) g
c) k
d) g

0000
o = =

Determine (g o k) (x) si:

—

si /x/ £ 1
f (x) =

si /x/ > 1

2 - x2 81 /x/ =% 2
g (x) =

2 s8i /x/ > 2

Hallar f(x) 2i gix) v (g o f) (x) vienen dadas como
sigue:

E(xX) = X2 + x + 3
(g o f) (x) = %x2 -~ 3x + b

Con el conjunto A = {1,3,5,7,9} v las funciones de A-->A
definidas por las formulas f(x) = 3x y g(x) = x - 1.
Determine la funcién producto (f o g) ¥ (g o £) y luego
represente mediante el diagrama de Venn.

Determine (f o g) v (g 0o f) y el dominioc de cada una de
ellas si f: R -—-> R, f(x) = x2 + 3; y, g: R -——-> R,
g(x) = x - 6. .

Demuestre, en un ejemplo propuesto por usted, que si f
y g son inyectivas entonces: su producto debe ser
inyectivo.

Demuestre la propledad asoclativa con las siguientes
funciones:

f(x) = 4% - 1
g(x) = 3x
h(x) = x + 2
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'8.- Dada la siguiente funcién f(x) = 5x + 3. Determine f-3
o £ yv fof-1 y represente graficamente.
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RESUMEN

FUNCION

Se llama funcidén o aplicacidn de un conjunto A en un conjunto
B, a toda relacién f de A en B que cumple con la condicidn de
que cada elemento de A esté relacionado con un tUnico elemento
de B.

NOTACION

Una funcién se denota por cualquiera de las simbologias
siguientes:

1.- f: x ===> vy

f
2.- X—————- > £(x)
3.- {{(x,y)/y = £(x)}
4.- f: y = £(x)
5.- f: (x,y)
6.- £f: A ———> B

ELEMENTOS DE UNA FUNCION

Loz elementos de una funcidn son:

- Dominio (Dom(£f)).- Estd formado por el conjunto de
partida.
- Codominigo (cod(f)).- Estda formado por las imAgenes de

los elementos del dominio.
FORMAS DE REPRESENTAR UNA FUNCION

.- Por descripciones comunes
Mediante tablas

.— Por férmulas

Graficamente

NP
1

CLASES DE FUNCIONES

Las funciones se clasifican en:

1.- INYECTIVAS.- Una funcién £f: A ---> B es inyectiva si
v s6lo si satisface la siguiente
propiedad:

Si

[EI 3

b => f(a) » £(b)
b

a
a => f(a) = f(b)
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2 .- SOBREYECTIVAS.- Una funcién f: A ---> B es sobreyectiva
si y s6lo si satisface la siguiente
propiedad:

VbeBaaeA/f(a):bi

3.- BIYECTIVA.- Una funcién es bivectiva si al mismo
tiempo es inyectiva y sobreyectiva.

4.~ INVERSA RECIPROCA.- Si una funcidén (f) es biyectiva

entonces podemos definir su inversa
(f-1) diciendo que para cada y € B
existe un tnico elemento x € A tal
que f(x) = y.

5.~ FUNCION PRODUCTO.-

kog: A-—>C
definida por (k o g (x)) = k(g(x))
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\ VALORE SUS CONOCIMIENTOS
No. 2

OBJETIVO 05 Diferenciar una funcién de una relacién vy
calcular el dominio e imagen.

A. Ponga dentro del paréntesis una "R" o "F" si se trata de
una relacién o funcidén respectivamente.
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4= +—>2

>—<""3

9 = ~>-2

3. () T ———— 3
4. « {(8,4),(10,5),(4,2),(2,1)}
5. « {(6,3),(2,6),(1,2),(2,6)}

Cologque uvna (V) o una (F) segin corresponda

8. ( y Toda funcién es una relacion.

7. ( ) La relacién a < b es una funcidén.

a. ( ) La siguiente férmula £: y = f{x) denota una
funcion.

9. ( ) Un mismo elemento de B puede ser imagen de

uno o més elementos de A.
10. ( ) Una funcidén constituye un caso particular de
A x B.

f

11. () x ---> f(x) se lee "por la funcion £, x se
aplica sobre f(x).

12. ( y f(x) corresponde a un elemento del dominio.

13. ¢ ) En el codominio hay elementos que no eatan
relaciondos con elementos del primer conjunto
(A).

14. ( ) Toda relacién es una funcidn.

15. ( ) Con x se representa una funcién.

Dados los siguientes conjuntos:

S = {2,3,4}, R = {6,11,18,20} vy g = § ---> R definida

por:

g(x) = x2 + 2. Determine:
16. g(2) =

17. g(3) =

18. g(4) =

19. Los pares ordenados que determinan la funciodn g.
20. El codominio de la funcidn g.



Marque con una (x) lo correcto:

21.
funcién f(x)=x/x-1, es:
a. ( )Y R(f) = R - {-11}
b. ( ) R(f) =R -1
c. ( ) R(f)y =R - {1}
d. ( ) Ninguno.
22. El
la funcidn:
1
f(x) =—————=~~ es:
X2 + 4
dom(f)
a. ( )Y R>20 {yv/0
b. ¢ ) R {y/0o
c. ( )Y R {y/0
d. ( ) R<xO {v/o
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La alternativa que pertenece al recorrido de la

literal que expresa el dominio ¥y codominio de

cod(f)

VAV A

o

1741}
174}
1/41
-1/4}

VIAIVA

OBJETIVO 06

formas.

Representar una funcién

en sus dliferentes

Escriba en el paréntesis correspondiente la letra que
indica la forms como estd definida cada una de las
siguientes funciones:

A. Férmula
B. Tabla
C. Grafico

D. Descripcién comun.

23. (
24. «
25.

} "esposo de”
) ¥y = x2
) .4

f(x)

= W N -

OO N



-208-

A
v

27. ( ) El triple de un nuimero més el siguiente.

'28. ( )Yy =5x -6

Represente gréficamente las siguientes funciones:

29. f(x) = /x/ de Z ——~-> 2

30. h(x) = x2 - 2x + 1 de Z en Z
9x

31. g({x) = ————————- de R ---> R
Bx - b

Represente mediante férmula matemdtica cada una de las
funciones siguientes que estin expresadas en forma
grafica.

32.

b

¥ Sol:
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33.

e ' i i 1 i >y
¥ T

OBJETIVO Q7 Diferenciar una funcién de otra y
determinar su inversa.

A. Escriba una (x) en el paréntesis que corresponda a la
respuesta correcta:

34. Sea f: A ---> B. Se dice que f es inyectiva si:

a. ( ) a elementos iguales de A corresponden
imdgenes diferentes de B.

b. ( ) a elementos diferentes de A corresponden
imdgenes diferentes en B.

c. ( ) a elementos diferentes de A corresponden
imagenes iguales en B.

35. El1 diagrama expresa una funcidn:

A B
a. ( )Inyectiva :_ﬂ ' _;:
b. ( )Sobrevectiva . b e e
c. ( )Biyectiva s_:_;ff””;—

36. Para determinar la inversa de una funcidén se
necesita qQue sea:

a. ( ) Inyectiva:
b. ( ) Sobreyectiva



37.

C.

La

( ) Biyectiva

funcidn inversa de f(x) =

-210~

Frente a cada grafico escriba su nombre correspondiente,
atendiendo a su clasificacién:

38.

39.

g oD




40.

41.

> 2
>4
> 6

42.

- |

16

>4
59




-212-

43.

C. Tache la (V) o la (F) segun sea verdadero o falso cada
uno de los siguientes enunciados:

44 . v F Una funcidn biyectiva siempre es
sobreyectiva.

45 v F La inversa de una funcidén no siempre es
otra funcidn.

46. Vv F S1L a+ b = f(a) » f(b)

47 . v F Una funcién es sobreyectiva si y sélo si
todos los elementos del codominioc son
imdgenes de por lo menos un elemento del
dominio. .

48. v F Una funcidn es biyectiva si es al mismo
tiempo sobreyectiva e inversa.

49. V F La inversa de f(x) = 3x + 10 es
f-i(y) = (y-10)/3

50. Vv F La funcién inversa se determina de una
funcién sobreyectiva. °

bi. Vv F En una funcién biyectiva las segundas
componentes pueden repetirse.

52. Vv F Ybe B3daceA/f(a) = b

h3. vV F Una funcién es inyectiva si al trazar:
paralelas al eje x, éstas cortan a la
grafica en un solo punto.

D. Resuelva los ejercicios sigulentes:

54. Determine la inversa de f(x) = (2x - 7)/3

55. Trace la grafica de £ y f-1. Utilice para ello el
mismo sistema de coordenadas, si:
f: [-1,0,1] ---> [9,5,3]
x => f(x) = x2 - 3x + b

OBJETIVO 08 Determinar la funcién producto tanto
analitica como graficamente y demostrar

sus propiedades.
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Escriba en el paréntesis correspondiente las palabras:
verdadero o falso, segin los casos:

56. ( )
57. ( )
58. ( )
9. ( )
60. ¢ )
61. ( )
62. )
63. ( )

El simbolo que representa un producto de
funciones es a

El recorrido o imagen de la primera funcién
es subconjunto propio del dominio de la
segunda funcidn.

El producto f o g se representa graficamente
asi:

En el producto de funciones se aplica primero
la funcién que estd mas cerca de y. 7

Las funciones que tienen su dominio e imagen
vacia y gque no es posible efectuar el
producto, se denominan funciones vacias.

El producto de funciones es siempre
conmutativo.

Si £ v g son funciones inyectivas, también 1o
es su producto.

La siguiente representacién grafica
corresponde a la funcién producto f o 8.

f=2x g=3x
1 > 15
2 > 27
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84. ( ) La férmula que representa a la funciédn
producto kog si: k(x) = 2x-3y; g(x)=x2 + 3x+1

es 2x2+6x-1.

65. ( ) Simbdlicemente fog # gof

Resuelva los siguientes ejercicios con las siguientes
funciones:

f(x) = 3x + 1

g(x) = 4x

h(x) = x - 1

Determine:

66. f o g =

87. g o f =

68. £ o h =

69. Propuestas las siguientes funciones, demostrar la

propiedad asociativa.

f(x) = 2x + 4
g(x) = x
h(x) = x - 1

Sabiendo que:

f(x) 2
g(x)

h(x)

Inmnu
Mo M
+ 41
O

3
Determine:

70. £ o £~
71. g o g~
72. £-1 o
73. g-* o

W HH e

Halle las imagenes de la funcién producto (k o g),
fundamenténdose en los graficos de las funciones g y k.




T4.
75.
6.
7T.

mARERR

0 0O0Q

g
g

(2)
(3)

g (4)

g

(5)

o

§—-2156~
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CLAVE DE RESPUESTAS

1 (F), 2 (F), 3 (R), 4 (F), 5 (R)

porque de elementos del dominio salen mas de
una flecha. '

Es falsa porque f(x) es un elemento del
codominio.

Porque toda funcién es una relacliédn, pero no
toda relacién es funciodn.

Porque (x) es un elemento del dominio y una
funcién se representa por f.

6

11

18
,(3,11),(4,18)}
= {6,11,18}

c(x) Dom (£f) = R; Im (f) = {y/o <y = 1/4}

B
6. (V)
7. (F)
8. (V)
9. (V)
10. ()
11. (V)
12. (F)
13. (V)
14. ()
15. (F)
[
16. g(2) =
17. g(3) =
18. g{4) =
19. {(2,6)
20. Im (&)
D
21. c(x)
22.
Obietivo 06
A
23. (D)
24. (A)
25. (B)
26. (C)
27. (D)
28. (A)



29.

30.

31.

A

v

A

~217-
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C
32. y = x + 2
33. y = x - 3
Objetivo 07
A
34. b.(x) A elementos diferentes de A corresponden
imédgenes diferentes de B.
35. b.(x) Sobreyectiva
36. c.(x) Biyectiva
37. c.(x)
B
38. Scbreyectiva
39. Biyectiva-Inyectiva
40. Inversa
41. Inyectiva-Biyectiva
42 . Sobreyectiva
43. Inversa
C
44, (V)
45. (V)
46. (V)
47 . (V)
48. (F) Porque una funcién es biyectiva si al mismo
tiempo es inyectiva y sobreyectiva.
49. (V)
50. (F) Porque la funcidén inversa se determina de una
funcién biyectiva.
51. (F) Porque en una funcién biyectiva no se repiten
las seguandas componentes.
2. (V) '
53. (V)
D
Jy + 7
b4, f~-1 (y) = ————————~



bi

55.

56.

B57.
58.

59 .
60.
61.

62.
63.

(F)

(V)
(F)

(F)

(V)
(F)

(V)
(F)
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Porque el simbolo que representa al producto
de funciones es ©

El griafico que representa el producto f o g
eg:

En el producto de funciones se aplica primero
1a. funcién gue estéd mAs cerca de X.

El producto de funciones no es siempre
conmutativo.

La representacién gréafica no corresponde a
una funcién producto porque el dominio de g
no es subconjunto propio de la imagen f o



ko

64.
65.

66.
67.
68.
69.

70.
71.
T2.
73.
74.
75.
76.
77.

(V)
(V)
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porgque ningun elemento de A tiene su imagen
en C.

12x + 1
3x - 2
4x —- 4
(f og)y oh
f o (g o h)

FERRRHRD H

000 HHrHODO

Mm@ Oo O HhH

~a~ i

Hou s < ¥ ox

e
+ +
s

1nu

k(g(2))
k(g(3))
k(g(4))
k(g(b))

I3 I I

k(4)
k(2)
k(5)
k(5)

W Wb
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COMENTARIO

Al finalizar el estudio de los contenidos de las cuatro
unidades que conforman el Médulo II, es necesario analizar
los resultados tanto parciales como de médulo.

Después del estudio e cada unidad confiamos en que los
objetivos planteados hayan alcanzado el punto de corte
necesario para su aprobacidn, esto es el 70% en cada uno de
elloa. Si por el contrario no alcanzd el porcentaje indicado
debe usted reforzar sus conocimientos, procediendo a revisar
nuevamente los temas correspondientes a los objetivos que no
logr6d acreditar.

La autoevaluacién propuesta al final del médulo II, comprende
los aspectos més importantes y bésicos para que le permitan
continuar con el estudio de las siguientes unidades.

Le recordamos no pasar al siguiente mdédulo si no estd seguro
de 1los aprendizajes conseguidos, ya que el caracter
sistemdtico de la asignatura le impide comprender los temas
que se estudiardn en los médulos posteriores. Lo cual le
permitird realizar con éxito la prueba presencial.
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E MODULO 3 ! FUNCIONES REALES !
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INTRODUCCION DEL MODULO III

El estudio del médulo II fue realizado en forma amplia ¥y
completa en 1lo que se refiere a Funciones, formas de
representar y su clasificacién, para lo cual se presenté una
serie de ejercicios tipo, una gran variedad de graficos y
tablas que permitiran asimilar su contenido sin dificultad,
despertando el interés por conocer los temas del médulo III.
En tal virtud vy siendo la ciencia Matemdtica una escalera,
cuyos peldafios debemos ir alcanzando en base a constante
preparacién y estudio, dedicaremos nuestra atencién al
conocimiento de Funciones Reales y Operaciones con Funciones.

El desarrollo del presente médulo pretende despertar en usted
un mayor interés por su contenido. Toda explicacidn que se
dard en este médulo serd realizada con lujo de detalle de tal
forma - que el conocimiento sea de féacil comprensién y
asimilacidn.

Todos los ejercicios propuestos serdn resueltos con los
diferentes pasos que deben guiar el desarrollo de los mismos,
contemplando cierto grado de dificultad que suele presentarse
de acuerdo al tema.

Labor suya sera tratar de, una vez comprendida la parte
teérica, realizar el mayor numero de ejerciclios que afiancen
lo aprendido, tenga presente que trabajande con constancia
los logros seran gratificantes.
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Aplicar y analizar los conocimientos

OBJETIVO 03 § tedricos de las funciones en la
demostracién y operaciones con funciones
reales.

UNIDADES ] I SEGMENTOS

9.1. Funcidn Mondtona
creclente

9.2. Puncion Mondtona
decreciente

9.3. Funcildén Constante

8.4. Funcidén Lineal

9. Funciones Reales

10.1. Funciones Pares
e lmpares

10.2. Funcidén
Exponencial

10.3. Funcion
Logaritmica

10. Funciones Reales
Particulares

11.1. Funcilén Suma
11.2. Funcidén
Diferencia
11.3. Funcidon
Producto
11.4. Funclén
Cociente

11. Operaciones con
Funciones
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9.1. Funcidén Monodtona
Creciente
UNIDAD 9: FUNCIONES REALES 9_.2. Funcidén Monétona
Decreciente
9.3. Funcidén Constante
9.4. Funcion Lineal
AR
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OBJETIVO 09 Establecer la diferencia entre funcidn
mondétona creciente y decreciente.

9.1. FUNCION MONOTONA CCRECIENTE

Una funcién real es monétona creciente si cumple con 1ia
siguiente condicidn:

V x1, x2 € A A x1 < x2 = f(x1) < f(x=2)

y es estrictamente creciente si cumple con la condicién:

Vx1 Xz € AN %1 € x2 => £(x1) = f(x=)

@ EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.- Sea f: R* => R U {0} definida por £f(x) = X2 + 1.
Determinar si la funcién es crecilente.

DESARROLLO:

Aplicando la condicidén tenemos:
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a) x1 < x2 —-——> f(xi) £ f(x=2)
1 €2 ——> £(x12 + 1) £ £(x22 + 1)
1 <2 —==> (12 + 1) = (22 + 1)

1 <2 ——> 2 <5

b) Asignando valores diferentes a x1 ¥ Xz
x1 = 4; x2 = 6
4 < 6 ———> . f(x12 + 1) = f(x=22 + 1)
4 <8 ——> 17 < 37
c) x1 = 0 x2 = O
0 <1 —> f(x2 + 1) < £(x2 + 1)
0<1=> 1<2
. La Funcién propuesta es creclente de [0, al Sol.

2. - Demuestre que la funcién g(x) = x3 - x2 + x es creciente
en los R+UO.

DESARROLLO:

aj 51 x1 =0 xz = 1
0 < 1 => f(x13 - x12 + x1) = f(x2® - x22 + x2)
0 < 1 => 0 <1

b) Si x1 = 3 xz = 4
3 < 4 => f(x1® - x12 + x1) < f(x2® - x22 + x=2)
3 < 4 => 21 < 52

c) Si x1 =2 xz = b
2 <5 => f(x18 - x12 + x1) = £(x28 - x22 + x2)
2 < b => 6 < 95
. La Funcién es creclente de [0, al  Sol.

Una funcién f es creciente, en un intervalo dado, cuando
cumple con la siguiente condiciédn:



Sol.

f(x)

V %1, X2 € (a,b) v x1 < x2 => f(x1) < f(x=z)

Demuestre que
intervalo [1,3]

DESARROLLO:

a) Si x1 =1

1 € 2 => f(ZXJ.

1 < 2 =

b) Si x1 = 2

2 < 3 => f(2x1

2 < 3 =

c) St x1 =1
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= 2% - 3, es creciente en el

X2 = 2
- 3) = f(2x=2 - 3)

-1 <1

1 3 => £(2x1 - 3) = £(2x=2 ~ 3)

1 <3 = -1<3

. La Funcilién es creciente en el intervalo dado.

Analice si la siguiente funcién definida por:

= V (9-x) es creclente en la R.

DESARROLLO:

a) Si %1 =0

0 < 1 = f(v (9-x12)) = f(v (9-x22))

0 < 1 =

b) Six1 =1

1 <3 => f(v (8-x12)) = f(v (9-x2%))

1 <3 =>»

c) Si x1 = -4

-4 < -2 => f(v (9-x12)) = ch (8-x=2))

x2 = 1

3 < {18

xz2 = 3

18 ¢0

Xz = -2
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4 < -2 =» £Y¥ (s-181) = £V (9-0)
4 < -2 => £({-T) £ 5

Como se observa en el desarrollo del ejercicio, la
funcidén es creciente tnicamente en el intervalo [0,1]

Sol.

Demuestre que la funcién f definida por:

X gl x < 1
f(x) x2, 81 1 = x =<4
Bi/2 gi x > 4

Es crecliente en los R.

DESARROLLO:

En primer lugar determinamos los intervalos de cada
parte de la funcidn.

a) x 8l x<1= 3}a ... -4, -3, -2, -1, 0]
X | I‘—l | -2 I -3
vy Jol-1]-2]-3
b) x2 8i x < x < 4=1[1,2,3,4]
« 1] 2] a| 4
v 1] al o118
c) 812 gi x > 4 = [b6,6,7,...a]

x | 5 | 6 | 7
y | 78 | 78 | 78

Luego trazamos y analizamos la gréfica correspondiente
a la funcidn:
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x1 < xz ———> f(x1) = f(x=2)
x3 < X4 -——> f(xa) = f(xaq)
x6 < x8 ———> f(xs) = f(xa)
. £(x) es creclente. 5ol

Demuestre que la funcidén f definida por:

2x-3 81 x < O
f(x) 3881 0= x=1
2x+3 81 x > 1

Es creciente en los reales.
DESARROLILO:

Primero determinamos los intervalos de cada parte de la
funcidn. : :

a) 2% - 38ix<0=1J-a, ... =3, -2, -11

) 3 ei 0 £ x =<1 = {0,1]
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c) 2x + 3 si x > 1 = [(2,3,4,5,....al
pid I 2 I 3 l 4
v I 7 I g | 11

Luego trazamos y analizamos la grdfica de la funcidén
dada. :

9
-+
+
4

/

Otra forma de determinar si una funcidn dada es creciente es
utilizando la siguiente férmula:

f(x,)-£(x,)
X, =X,

f=

Si el resultado de esta operacién es positivo (+), entonces
es una funcién creciente.
E EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Determine si las siguientes funciones de R--->R son
crecientes:

1. f(x) = x®

2. g{x) = 2x

3. h(x) = 4x + 1
DESARROLLO:

1. f(x) = x3
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fo £l -£(x)
Xy =X3

3 2
X1 —X3
Xy =X

F=

a 2
(x,-X,) (X1 +X, X3 +X2)
(xl—xg)

I=

Fax2 X, X +X;

541 reemplazamos log pumeros reales en la expresioén obtenida,
siempre resultarda un valor positivo.

Por lo tanto la funcidn dada es creciente. Sol.
2. g(x) = 2%
DESARROLLO:

. £(x;) -£(x;)
Xy =X

Xy =X,

2 (x,-x,)

f= (xl "xz)

f =2 Sol.

Comoc el resultado de 1a operacibn es
positivo, entonces 1a funcidén es creciente.

Sol.
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3.- h(x) = 4x + 1

DESARROLLO:

o £0) ~£1%))
Xy1~X3

dx;+1-4x,-1
X=X,

f=

X, =X,

£=

4 (x,-x;)
(xl "xz)

+ Es una funcién creclente. Sol.

9.2. FUNCION MONOTONA DECRECIENTE

Una funcidén real es decreciente gl cumple con la
siguiente condicidn:

V %x1. 2 € A A x1 € X2 => f(xi) =z £(x=2)

@ EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.~ Sea la funcién X--->f(x) = -3x + 2. Verifique si es
decreciente. :

DESARROLLO:

Aplicando 1la condicidén tenemos:



%1 < %2 => f(x1) z f£(x=2)

81 x1 = 1 xg = 2

a) 1 < 2 => f(-3x1 + 2) > £(-3xz + 2)
1<2=> “1 > -4 '
Asignamos otros valores a Xi ¥ X2

b) 51 x1 = -3 X2 = -2
_3 < =2 => f(~-3x1 + 2) = f(-3x=2 + 2)
-3 < -2 => 11 > 8

c) Si x1 = -2 Xz = 3

-2 ¢« 3 => f(-3x1 + 1) > £(-3x2 + 2)

-2 < 3 = 8 > -7
. La Funcién dada ee decreclente. Sol.
3 - 2x
Dada X--——->h(x) = ———=———~— . Determine si es decreciente
5
DESARROLLO:
X1 < X f{x1) = £{x=2)
a) Si x1 = 0 xz = 1
f(3 -~ 2x1) f(3 - 2Z2x2)
0 € 1 => ———m—m————m > e
5 5

0 < 1 =>» 3/6 > 1/5

b) 81 x1 = -2 Xz = -1
f(3 - 2x1) £(3 - 2x=2)
D & -] = mmm———m—m——= 2 —mom—mm e
5 5
-2 < -1 => 7/5 > 5/5
7/6 > 1
c) 81 %1 = -1 %2 = 4
f(3 - 2x1) f(3 - 2x2)
—l<4:: ———————————— | e e mn
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—'1<4=} 1> -1
. La Funcién es decreciente. Sol.
b4
3.~ Dada la funcién h(x) = -——==777 Determine
decreciente.
x - 7
(x # 7))
DESARROLLO:
a) Si x1 =0 x2 = 1
X1 Xz
0 < 1= f(——————— y =2 £(———-———~— )
x1 - 7 xe - 7
0 < 1 => O>—'1/6
b) Si x1 = -3 Xz = -2
X1 Xz
-3 < -2 => f(-—=—>——- Yy =2 f(-—-———— )
x1 - 7 x2 - 7
-3 <« -2 => 3/10 > 2/9
0,33 > 0,23
c) Si %1 = -1 x2 = 2
X1 Xz
-1 < 2 => f(-———=—===) > f(-——=——=~ )
x1 - 7 x2 - 7
-1 < 2 => i/8 > -2/6

. Es una funcién decreclente.

Una funcién £ es decreciente en un interval

cumple con la siguiente condicidn:

o dado

¥V x1. %z € (a.b) A x1 < X2 => fix1) > f(x=2)
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si

es

Sol.

cuando
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E EJERCICIOS ILUSTRATIVOS
1.- Demuestre que la funcidén h(x) = 1/x es decreciente en el
intervalo [1.2.3.4]
DESARROLLO
a) Six1 =1 xg = 4
1 1
1 < 4 => f(~———— y =z f(————- )
X1 X2
1 < 4= 1/1 > 1/4
1 > 0.25
b) Si %1 = 2 xz = 3
1 1
2 ¢ 3 => f(————- y 2 £(————- )
X1 Xz
2 ¢ 3 =>1/2 > 1/3
0,b > 0,3
c) Si x1 = 3 X2 = 4
1 1
3 < 4 => f(———=- ) = £(-———~ )
X1 Xz
3 < 4= 1/3 > 1/4
0.3 > 0,25
+ La funcién dada es decreclente. Sol.

Demuestre que la funcidn g(x) definida por:

[n]
b

2 - x, 81 x <0
g(x) 1, s8i 0 2 x =2
1 - 2x, 81 x > 2

Es decreciente.
DESARROLLO:

Primero determinamos los intervalos de cada parte de la
funcidn.

a) 2 - x Six< 0= -4y ...-3,-2,-11]
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o I Q | 1 I 2

y|1|1|1

c) 1 - 2x Si x> 2 =13,4,5,....al

X I 3 l 4 ! 5
-7 I -9

y|—5

Luego trazamos y &nalizamos el grafico de la funcidn
dada.

Verifique que la funcién £(x) = x® - 6x2 + 9x es
decreciente en el intervalo (1,31

DESARROLLO:

a) x1 = 1 xz = 3
1 < 3 => £(x18 - 6x12 + 9?1) > f(x=z3 - B6x=2 + 9xz)
1 <3 => 1 4 =2 0

b) x1 = 1 Xz = 2
1 < 2= f(x1® - 6#12 + 9x1) 2 £(x28 - 6x22 + 9x2)

1 <2 => 3> 2
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c) x1 = 2 X2 = 3
5 ¢ 8 o> £(x18 - Bx12 + 9x1) > f(x2® - 6x22 + 9x2)
2 < 3 = 2>0
. Es una funcién decreclente. Sol.

Otra forma de determinar si una funcidén dada es decreciente
es utilizando la siguiente férmula:

_ £(x,) -f(x,)
) Xy~%2

£

gi el resultado de esta operacidn es negativo (-). entonces
es una funcién decreciente.

B EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Determine si 1las sigulentes funciones de R en R son
decrecientes.

1. hix) = -3x + 4
2. g(x) = -4x + 2
X
3. f(x) = ——————~
x -7
DESARROLLO:

1.- h(x) = -3x + 4

fm.f(xi)—f(xh)
X1 =X,

Xy —X3

—333+4+32@;4
X=Xy

f=
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Xy —X,

_ 3 (x,-x;)
(X1 _Xz)

f = -3

Como el resultado de la operacidén esB
negativo. entonces la funcién es decreciente.

Sol.
g(x) = —-4x + 2
DESARROLLO:
fan £(x,) -£(x,)
X1=X;
fe -4x, 42~ (-4x,+2)

Xy —X,y

-4X,42+4X,-2
X, —X;

X=X,

f=



(x1 "'xz)
f - -4
. La funcibén es decreciente. Sol.
X
f(x) = ———————
x - 7
DESARROLLO:

_ £(x,) -£(x;)

£
Xy =X,
X X
X, -7 Xx,-7
fn: 1 2
X=X,

x, (x,-7) -3, (x,-7)
X,~X;

(x,-7) (%,-7)

fm

~Tx,+T%,
(x,-7) (x,-7)
Xy =Xy

f=

-241-
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1= 1) (6, =7) (3, =55,)

-7 (x;-x;)

t= (x,~7) (x,-7) (x;-X,)

-7
£ (x,-7) (x,~7)

. es decrecliente. Sol.

Las funciones que en parte son crecientes y en otras
decrecientes se llaman monotonas a trozos

B EJERCICIOS TLUSTRATIVOS

1. Sea f:R--->R definida por f(x) = 2x2 - 5. Determine si
la funcidén es mondtona a trozos.

DESARROLLO:

_£(x) ~-£(x,)
X, X,

£

(2x2-5) - (2x2-5)
Xy =X

£

2x2-5-2x245
X=X

fa
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2xi-2x3

f=

f‘;z(xf— 2)
X=Xz

2 (x,-%,) (x;,+X%,)

L= (X1 ""xg )

£=2 (x, +x,)

Analisis

Si tomamos dos valores positivos y reemplazamos en
la expresién obtenida nos da como resultado un valor positivo
por lo cual la funcion es creciente en R*.

5i tomamos dos valores negativos y reemplazamos en
la expresién obtenida nos da comoc resultado un valor
negativo, por lo tanto la funcién decreciente en R-. Por lo

cual la funcién f(x) = 2x2 - 5 es monotona a trozos.
2.- Verificar si la funciédn f(x) = 1/x2 es mondétona a trozos
en R.
DPESARROLLO:
fe f(xl) ~-£(x;)
Xy —X;
11
o x2 x3
X, = X2
x3-%;
2_2
Xy X.
f-‘= 142
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_ x3-xi

2_2
X, Xz (X,-X;)

2 2
(X1 -X3 )

2_2
X Xz (X, =X,)

po_ HatEa)
2.3
X1X3

Analisis

S{ x1 A %2 € R* => £ < 0. la funcldn es
decreciente. Scl.

S1 x1 A x=z € R—- => £ > 0, la funcién es creciente.

la funcién f(x) = 1/x2 es mondtona a trozos. S5ol.

*
.

3.- Verifique si la funcién h(x) = 3x2/5 es monétona a
trozos en los reales.

DESARROLLO:

£(x;) -£(x,)
X3 -X3

£

3x? 3x;

fu_ 5 5
X, —X2

IxZ-3x7

X=Xy .
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3 {x2-x3)

fe— 1 732
5 (x;-x;)

3 (x,+x,) (x,-x,)
5 (x,-x;)

&

f=é%(xitxh)

S1i x1 A xz € R* => £ > 0 1la funcidén es creciente.
Sf x1 A x=z € R- => f « 0 1la funcibdn es decrecliente.

&S la funcién‘es monétona a trozos. Sol

9.3. FUNCION CONSTANTE
En base al siguiente ejemplo, definiremos la funcidn
constante.
Sea f: A--->B definida por f(x) = 3; x, y/f(x) € R

DESARROLLO:

Representamos la funcién mediante diagramas de Venn y
plano cartesiano, asi:
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Observamos que todos los elementos de x del dominio A
tienen la misma imagen 3.

S5i la representamos mediante pares ordenados vemos gque
tienen la mizma segunda componente ., asi:
{(2.3).(3,3),(0,3),(-2,3).,(-3,3) .

En el plano cartesiano vemos gque la funcién esta
representada por una recta paralela al eje X.

POR LO TANTO _——b

Una funciéon f de A--->B se
llanma

constante si a cada
elemento de A. a € A se le
asigna el mismo elemento de
B. b € B.

Simbélicamente:
f(x)= K-——>K # 0 constante.

@ EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.— Dada la funcién f definida por el diagrama. que s8e
indica. Determine si es constante.

SOLUCION:

Al observar el gréafico vemos que el dominio de imagenes
estd formado por dos elementos (a,b), en consecuencia la
griéfica dada no corresponde a una funciodn constante.
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Sea la funcién h definida por el diagrama. Verifique si
eg constante.

A B
1 > 8
2

3 c

SOLUCION:

En el grafico vemos que el dominio de imdgenes esté
formado por un solo elemento (a), por lo tanto h es
constante.

Dada la funcién g: R---->R definida por la férmula
g(x) = -4. Represente en diagrama de Venn, pares
ordenados y plano cartesiano.

DESARROLLO:

a). Diagrama de Venn:

)= -4

R — TR

 —

b). Pares ordenados:

B(X) = {(4r“4)’(3,_4)5(05—4)9(—15—4)1(_25_4)}



-248-

c). Plano Cartesiano:
A
g(x)=-4
\
. es una funcién constante. Sol.
4.- Dada g: R-—--->R y la funcién constante definida por
g(x) = -1 para todo x € R. Su grafico es una recta

paralela al eje x, como se indica a continuacién.

9.3.1. FUNCION CONSTANTE POR INTERVALOS
(Garcia L. Balbino y otros, 1982)

Se dice gue una ente
jotervalo [a,bl, i para cualguier valor x
€ [a,bl, se tiene f(x) = K (K=constante).

Si el conjunto inicial de una funcibn, x => f(x),
admite una particién en intervalos, tal que f{x)
sea constante en cada uno de ellos, entonces f(x)

se llama Funcidén FEscalonada.
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@ EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

3.~

Sea % el camino recorrido por un camién y f(x) la tasa
que hay que pagar por el transporte de una mercancia.
Entonces f(x) es una funcidén constante por intervalos.

En efecto si se supone:

que 0 < x < 500 m, es f(x) = 50 ptas.
que 500 < x < 1000 m, es f(x) = 80 ptas.

que 1000 < x = 1300 m, es f(x) = 90 ptas.
que 1300 < x = 2000 m, es f£(x) = 110 ptas.
La grafica es la siguiente:
A
o
10 o e
€
50
< 1 nm o
- 00 1000 1500 2000
v

El costo del transporte en Ecuador es de 3 250 todos los
dias v de $ 400 los feriados y domingos. Realizar la
representacién grdfica de la funcidn de Lunes a Domingo
inclusive, si ademés el jueves fue de fiesta.

Sucres

A

Lubes  Martes Midrcoles Jueves Viernes Sdiwdo Domdago

A4

Dibujar la grafica de la temperatura durante 12 horas
sabiendo que:
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1a. T = 14°C : 2a. T = 14°C ; 3a. T = 1b°C.
4a. T = 16°C : bBa. T = 1B°C ;: 6a. T = 22°C.
T7a. T = 24°C : Ba. T = 24°C ; 9a. T = 24°C.
10a. T = 23°C ; 11la. T = 20°C ; 12a. T = 18°C.
AN
M 4
n
20
18 ]
13 1
u RORAS
v
4.~ Dibujar la grafica del gasto de luz durante un afio.
sabliendo que:
Enero 30 Kw Febrero 50 Kw Marzo 80 Kw
Abril 120 Kw Mayo 50 Kw Junio 210 Kw
Julio 150 Kw Agosto 180 EKw Septiembre 120 Kw
Octubre 180 Kw Noviembre 180 Kw Diciembre 250 Kw
KW A
n-
70 r—1
20
a4 ]
120 N—
150 -
720 ]
90
[
%0 MESES
< n'r'u'a'u::naoun>
v

9.4. FUNCION LINEAL

Ejemplo: Representemos gréficamente la siguiente
funcion:

f(x) = 2x + 4

DESARROLLO

Para obtener el gréfico de una funcién lineal
basta con representar dos puntos cualesquiera
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y unirlos mediante una linea recta.

Del grafico anterior podemos decir que se represente una
funcién lineal, ésta serd una linea recta.

POR LO TANTO -—b

Una. funcién lineal esta
definida por f(x) = ax + b,
para todo x€R donde a v b
son constantes y a®0

H EJERCICIOS ILUSTRATIVOS
Representar graficamente las siguientes funciones:

1. f(x) = x + 4

2. h(x) = -2x + 4
3. g(x)y =8 - 3x
4. f(x) = -2x

5. ka) = x

6. 2x + y = b
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DESARROLLO:

1. f(x) = x + 4

/ Sol.
2 h(x) = -2x + 4
il I
vlafz]
<==:===$:\‘,4¢::\
Sol
3. g(x) = 8 - 3x
il I
y|8|5| b
i Sol
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Al observar los graficos vemos que la linea recta que
representa a las funciones dadas no pasa por el origen del
sistema de coordenadas. adoptando la forma:

v = ax + b

4. ka) = ~-2X

A
v

V| 0|‘2| j Sol.

5. f(x) = x

TORE I o=

Al observar los dos Gltimos graficos vemos que la linea recta
pasa por el origen, adoptando la forma:

6. 2x + y =5
DESARROLLO:
En la igualdad dada observamos que y es la variable
dependiente por lo que no estd despejada, en estos casos

hay que despejar dicha variable.

2x +y = b
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y = b - 2x
Luego asignamos valores a x con el fin de encontrar los

correspondientes de y., tomando en cuenta gue dos puntos
son suficientes para trazar una recta.

\\

Sol.

X [ 0 ! 1 | 4 — y = 8
| | }

y 1—8 l—4 | -y =8 - 4x

v = 4x - 8

Sol.
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ACTIVIDAD DE REFUERZO No. 9
o1 deges verifiaue gus logros

degarrollando los edercicios aque a
continuacién le proponemos:

mediante definicién y férmula si las

siguientes funciones son crecientes:

a) f({x)
b) h(x)
c) g(x)
d) f(x)
e) g{x)
Determine

3
x -1
= —x=2
= -3x + 4
= x2 - 3x + 6
1
= ————— g8l x » 1
x -1

mediante definicién y férmula si las

sigulentes funciones son decreclentes:

8) f(x)
b) h(x)
c) g(x)
d) f(x)
e) h(x)
Compruebe
trozos.

a) f(x)
b) f(x)
c) h(x)

d) gi{x)

-3/4 V xé - 16

fl
i
T
]
+
-3

1

1/x4
= x2 - 2x + 7

si las siguientes funciones son mondétonas a

3x=2
= e———— + X
5
= x2 4+ Zx + 3
=x -1
= -xX + 4



1
e) h(x) = x + ——-
X

Dadazs las siguientes funciones de R ——-> R represente en
diagramas de Venn, pares ordenados y plano cartesiano.

a) f(x) = b

i

b) g(x) = -5/3

c) h(x) = 3/2

d) f(x) = -2

e) h(x) = 10/3

Dibujar las grificas de las siguientes funciones reales.
a) f(x) = [x + 1], si su dominio [2,-2]

b) f(x) [x], s8i su dominio (-3,3]

H

Sea x el numero de impulsos de una linea telefdnica y
f(x) su valor en sucres. En Ecuador el valor se rige
segin el numero de impulsos y de acuerdo a 1los
siguientes intervalos:

0 < x =50 f(x) = 1000
50 < x £ 100 f(x) = 2000
100 < x £ 150 f(x) = 3000
150 < x £ 200 f(x) = 4000
200 < x = 280 f(x) = 5000
250 < x = 300 f(x) = 6000

Representar graficamente las funciones siguientes:

1. f(x) = 3x 5. f(x) = bx

2 g(x) = x - 4 B8 g{x) = 2x

3. h(x) = 4x + 5 7 bx — v = 2

4. g(x) = -2x -4 8. y +5 =x
9 2x = 3y
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. 10.1. Funciones Pares e
UNIDAD 10: FUNCIONES Impares
REALES 10.2. Funcién
PARTICUILARES Exponencial
10.3. Funcién
Logaritmica
— _ X
" f(x) = 2
o~
¥4
il
Y
Re?
[

/”)r_;logzx
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OBJETIVO 1Q Determinar si uwna funcién real es par,

impar., exponencial o logaritmica en sus
difer=ntes formas.

10.1.

FUNCIONES PARES E IMPARES

(Lara. jorge y otros 1982)

DEFINICION:
Sea f: A-—->R una funcidn real tal que x € A entonces -x
€ A. Se dice que: f es una funcidn par si y s6lo si:

iv x € A, f(x) = f(—x)J

f es una funcidn impar si y sdlo si:

LV x € A, f(-x) = - f(x)

Nota.- Una funcién f puede ser ni par ni impar.

l EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.-

Dada la funcién f£(x) = 3x4 - 4x2 + 7, Demuestre si es
par.

DESARROLLO:

Recordemos que la condicién que una funcidn
debe cumplir para ser par es:
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fix) = £(-x) E

Luego reemplazamos la funcién dada en la representaciodn
simbélica.

f(x) = £(-x)

F(3xd - 4x2 + 7))

!

f [3(-x)4 - 4(—x)2 + 7]
3x4 - 4x2 + 7 = 3x% - 4x2 + 7
~ £ es una funcidén par. Sol.

Luego se asigna valores arbitrarios a la variable X y
comprobamos que se cumple la condicién.

£f(2) = £(-2)
f(3x4 - 4x2 + 7) = f3(-x)4 -~ 4(-x)2 + 7
3(2)4 — 4(2)2 + T = (=214 - 4(-2)2 + 7

, 48 - 16 + 7 48 - 16 + 7

38 = 39 L.Q.Q.D.
Dada la funcién £(x) = x2 + 2x. Demuestre si esvimpar.
DESARROLLO:

Recordemos que la condicién que una funcion
debe cumplir para ser impar es:

f(-x) = —£(x) E '

Luego reemplazamos la funcidn dada en la representacion
simbdolica.

f(-x) = - £(x)

-(x® + 2Zx)

(-x)2 + 2(-X)

1

-x3 - 2x -3 - 2x

. £ es una funcidén lmpar. Sol.

Luego asignamos valores arbitrarios a la variable X vy

comprobamos que se cumple la condicién.

f(-1) = - £(1)

(-1)3 + 2(~1) = - [(1)® + 2(1)]
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-1 -2 = — (1 + 2)
-3 = -3 L.Q.Q.D.

De las funciones siguientes demuestre cuales son pares
e impares:

3. fix) = x2 + 1

4. f(x) = x8 - x8 ~ 3

5. f(x) = %2 + x - 1
1 - 2x=

6-‘ f(X) T e e —
X + 2x8

7. f(x) = 5x3 - Tx

8. f{x) = %8 - ]
9. f({x) = —=———————

10. f(x) = 2x4* - 3x2 - 1
DESARROLLO:
3.- f(x) = x2 + 1

a) Determinemos mediante la definicién si la funcidn
dada es par.

f{x)

f(—x)
f(x2 + 1) = £f(-x)= + 1
X2 +1 = x2+1

£(2) f(-2)

22 + 1 = (-2)2 + 1

5

H

5 L.Q.Q.D.

. la funcién es par. Sol.
) Comprobemos si es impar

f(-x) = - £(x)

(-x)2 + 1 = - (%2 + 1)

X2 + 1 4 -x2 - 1
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Por consiguiente la funcidn no es impar. yva que:
f(-x) # - £(x)
4.- £f(x) = x5 - x8 - 3
a) La funcién £ es par si:

f(x) = £(-x)
f(x6 - x8 - 3) = f(-x)8 - (-x)3 - 3
X8t - x8 - 3 # -—xB 4+ x3 - 3 eol.

S f(x) = £(-x)
£(2) # £(-2)

((2)s - (2)® - 3]

(-2)B - (-2)3 - 3

32 -8 -3 -32 + 8 -3

21 # =27 L.Q.Q.D.

. NO e85 pAr. Sol.
b) La funcién f es impar si:
f(-x) = - £(x)
f(x) = x6 - x3 - 3
(-x)& - (-x)8 - 3 = ~(xB - x® - 3)
-xB + x3 - 3 # -x8 + x2 + 3 Sol.

~ 1a funcién dada no es impar, poraue f(-x) # - f£(x)

5.- f(x) = x2 + x - 1
a) La funcién es par si:
f(x) = £(-x)

f(x2 + x - 1) = £ [(-x)2 + (~x) - 1]

X2 + x - 1 # X2 - x -1

- f no es par, porque f£(x) # f(-x) Sol.
[s})] La funcidén es impar si:

f(-x) = - £(x)

f(x) = x2 + x -1



6.

7.

f(x)

a)

b)

f(x)

a)

b)

(-x)2 + (-x) - 1 = —(x2 + x - 1)

x2 - x -1 # -x2 - x - 1

La funcion es par si:

f(x) = £(-x)

1 - 2x=2 1 - 2(-x)=
X + 2x3 (-x) + 2(-x)8
1 - 2x=2 1 - 2x=2
________ P o ————————

X + 2x8 -X - 2x8

. la funcién no es par. porque f(x) # f(-x)

La funcidén es impar si:

f(-x) = - £(x)
1 - 2(-x)=2 1 - 2x=2
ot zios XYz
1 - 2x=2 1 - 2x=2
x - 2% x - 2xe
.~ la funcién es impar. Sol.
= 6x3 - Ix

La funcion es par si:
f(x) = £(-x)
Ex3 ~ Tx = 5(-x)3® - T(-x)

Bx3 - 7x = -bx3 + Tx

~ la funcién no es par pogue f(x) # f(-x)

La funcidén es impar s8i:
f(-x) = - £(x)

5(-x)2 — T(~x) = —(5x3 - Tx)
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"+ La funcién no es impar.porque f£(-x) # - £(x) Sol.

Sol.

Sol.



8.-

9.

£(x)

a)

b)

f(x)

a}

b)
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-5xB8 + Tx = -Bx3 + Tx
+ la funcién es impar. porque f(-x) = - f({x) Sol.
= x® - 1

La funcidén es par si:

f(x) = f(-x)

X8 - 1 = (-x)8 - 1
x8 - 1 = x8 - 1
. la funcidn es par. pues f(x) = f(-x)

La funcidén es impar si:
f(-x) = - £(x)

(-x)8 - 1 = -(x® - 1)
x8 -1 # -x8 + 1

. f no es lmpar porque f(-x) # — £(x) Sol.

La funcidén s par si:

f(x)

f(-x)

£(2) = £(-2)

4(2)2 - 5 4(-2)2 - b
2(2)3 + 2(-2)3 + (-2)
16 - 5 16 - b5

16 + 2 -16 -2

11 11
S

18 18

-~ la funcién no es par, poraue f(2) # £(-2) Sol.
La funcidon es impar si:

f(-x) = - f(x)

1

£(-2) - £(2)
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4(~-2)2 - 5 4(2)y2 - b

2-2)° + (-2 2238 + 2
16 - 5 16 - 5
6-2  16+2
11 11
18 18
11 11
T
. la funcién es impar, porque f(-2) = - £(2) Sol.

10.- f(x) = 2x% - 3x2 - 1
a) La funcidn es par si:
f(x) = £(-x)
2x4 - 3x2 - 1 = 2(-x)% - 3(—x)2 -1
2x4 - 3x2 - 1 = 2x% - 3x% - 1 Sol.
+ la funcidén es par. |

) L.a funcién es impar si:

f(-x) = - f£(x)
2(-x)4 - 3(-x)2 — 1 = — (2x4 - 3x2 - 1)
Ox4 — 3x2 - 1 # - 2x% + 3x2 + 1 Sol.

+ la funcidén no es impar.

De las funciones desarrolladas podemos deducir que si los
exponentes de la variable son pares, entonces l1a funcién es
par, y si los exponentes son impares la funcién es impar.

Pero existen casos especiales como los de los ejemplos 4 y 5
que no son pares ni impares, por lo que es conveniente que se
realice la demostracién respectiva.

Si una funcién es par y estd dada por pares ordenados se
tiene que:

(x.vy) € f => (-x,-y) € f, siendo dichos pares ordenados
gsimétricos con respecto al eje y, ya dque se sustituye x por
-x en la funcién dada.

Luego, la_gréfica de una funcidn par es simetrica con

respecto al eje x.
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% EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Compruebe si las funciones siguientes son pares, luego trace
el grafico correspondiente.

1. f = {(2,1), (4,2), (6,3, (8,4}
2. f = {(0,0), (1,1), (2.4), (3,92
DESARROLLO:

f(x) = £(-x)

(2’1)3(4,2),(613)5(854) => ('"2!1.)5(—4-2)3(_6,3)5-(—8:‘4)

Tracemos el grafico:

La gréafica della funcién es simétrica
con respecto al edje "y". Sol.
2. f = {(0,0), (1,1), (2.4), (3,9}
DESARROLLO:
f(x) = £(-x)
f(x,y) => £(-x,y)
(0,0),(1,1),(2.4).(3,9):)(0,0),(—1,1),(—2,4),(‘3,9)

Tracemos la grafica:
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el gréfico de f es esimétrico con

respecto al eje "v". Sol.

Si una funcién es impar y estd dada por pares ordenados se
tiene que:

(x.y) € £ => (-x,-y) € f. siendo dichos pares ordenados
simétricos con respecto al origen ya que se sustituye X por
-¥X v Y por -Y en la funcién dada.

Luego la__grafica de upna funcion impar es simétrica con

respecto al origen

B EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Dadas las funciones, compruebe sl son impares. luego trace su
grafico.

1 £z {(1,1). (2,2), (3,3), (4.4)}
2. y = %8
3 f o= {(1.,1), (2.2). (3,3), (4.4}
DESARROLLO:

fix,y) => f(-x.,-y)

(1!1)5(292)-(3’3)~(414)=> (—1$u1).‘ (_25—2), (—33"3)5 (_4s—4)

Tracemos el grafico:
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el grafico de f es simétrico con
respecto al origen Sol.

y = x8

DESARROLLOG:

f(x,y) => £(-x,-y)

(0,0}

(1.1),(2.8),(3,27) => (0,0), (=1,-1), (-2,-8), (=3,-27)

Trazamos el grafico:

10.2.

Sol.

FUNCION EXPONENCIAL

En sus estudios anteriores usted debid haber
desarrollado potencias como 26, (-5)3, (w)2 y otras
semejantes. También debe haber trabajado con:

-2 = 1/B2 = 1/25



£(x)

f(x)

-268-

La forma general de estos ejemplos es a», donde a es un
nimerc real diferente de cero y n es un numero entero.
Asi mismo debe recordar los exponentes fraccionarios,
los cuales equivalen a raices, por ejemplo.

412 = {4 = 2
Rir2 = 48 = 2
1 1
2-—1/7 = e ——— —_ e —————
o1,7 ——

Para el estudio de la funcién exponencial consideremos
a la variable como exponente de un numerc y diferente de
1, entonces a cada nimeroc real x correspondes un nGmero

real unico a* que se denomina Funcidn Exponencial y la

simbolizamos, asi: f(x) = a*

POR LO TANTO u——b

Definiremos a la funcidn
exponencial de la siguiente
manera:
Sea a cualquier nimero real
positivo diferente de 1.
Entonces una funcidén f se
llama exponencial de base a,
si v s8b6lo si:

f={(x,y)/y = a¥; x € R}

Son ejemplos de funciones exponenciales las siguientes:

5 f(x) = B*

f(x) = (-3/2)* f(x)

(172)*

f(x) = (2/5)~> f(x) (1/3)* f(x)

Como observamos en los ejemplos propuestos que las bases
son constantes y los exponentes una variable.

Con el fin de obtener geométricamente las pfopiedades de

1a funcién exponencial construiremos el gréafico de las
siguientes funciones:

= 9% . f(x) = 3% ; f(x) = (L/2)x ; f£(x) = (-3/2)%

= (2/D5)~*



-269-

DESARROLLO:
i. f(x) = 2*

Primeramente asignamos valores a la variable x con
el fin de obtener los correspondientes de Vv, asi:

clolalal-)-e
V‘1|2|4|1/2|1/4

R T .
i

L—p—t—t—t— 7t

¥ ] ¥

3. f(x) = (L/2)*
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Del andlisis de los graficoe podemos deducir lo siguiente:

1.-

4. -

El gréfico se mantiene siempre sobre el eje de las
equis, es decir la funcidn exponencial es positiva para
todrps los valores de x.

Todos 1log graficos que representan una funcidn
exponencial pasan por el punto (0.1).

Eg creciente la funcién exponencial si su base es mayor
al (a>1)

Ea decreciente la funcién exponencial si su base es
mayor que cero y menor a 1 (0<a<l)

# EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Resuelva las siguientes funciones o ecuaciones exponenciales:

1.

> W N

2x | 3% = 12.18
Bx + Hl-x = B
Bx' + Bx—-1 4+ Bx~2 = 31

3x-1 4 3w 4+ 3+l = 117

Para desarrollar esta clase de ejercicios, debemos tener
presente las leyes de los exponentes, a saber.

1.

[sh)

> W

ax . avy = a**v ——-> Producto de potencias de bases
iguales

a*/ay = ax-¥ ---> Cociente de potencias de bases iguales
(a%)¥ = ax*.v -—-—> Potencia de una Potencia

(ab)* = ax . bx ---> Potencia de un producto



a ax
(—=—=)3¥% = —=—— ——=— » Pptencia de un cociente

s) bxl
a*x bx = (a.b)*x --——> Producto de potencias de igual
exponente

2% _ 3 = 12.18
gx = 28 . 3%
6x = 62

Como las bases son iguales sus exponentes son iguales.
X =23 Sol.

5x + Hi-x = 8
DESARROLLO:

5% + 51
5% + 5/b% = 6
52x + 5 = 6.5*

Con el fin de obtener una ecuacién de segundo grado,
utilizamos el siguiente artificio de calculo:

Entonces:
y2 + 5 = 6
y2 - 6y + b = 0
(y - 5 (y - 1) =0
y1 = 5 vz = 1
Bx = y = 5 => x = 1
Ex =y = 1 => x = 0 Sol.
53 4 Hx-1 4 Hx-2 = 31
DESARROLLO:
Ex + Bx _ B-1 4 Bx | 5-2 = 31

5% 4+ Bx/5 + bx/H? 31

5% + Bx/b + bx/12b 31



5% (1 + 1/5 + 1/25) = 31

§x (31/25) = 31

31 31 25
5,{: ——————— e
31 31
25
> = 25
5x = 52

x = 2 Sol.

3x—1 4 3x + 3»+1 = 117

DESARROLIO:
Je . 3-1 4 3x + 3x . 3 = 117
B . 173 4 3x + e . 3 = 117

3%s/3 + 3% + 3x . 3 = 117

3% (1/3 + 1 + 3) = 117

1 +3+9
3% (—mmmmmmmm ) = 117
3
3% = (13/3) = 117
117
A% = e
13
3
117.3
3x: _______
13
3% = 9 x 3
3% = 38

x =3 Sol.

Trazar el grafico de las siguientes
exponenciales:

(1/4)*

Jun
|
~~
"
T
tl

[\e}
h
—~
b
—
|

= (4)*>

=272~

funciones
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3. f(x) = (1/3)*
4. g(x) = bx
DESARROLILO:
1. g(x) = (1/4)*

x | 0 ' 1 l 2 l—l |—2 I

v | 1 |1r4]1s18] 4| 18]

2. f(x) = (4%

Sl B Ml N el el

v | 1] 4] 16 [1/4[1/18]

3. £(x) = (1/3)*
ol T I alt Bl

v | 1|wale]a]| o
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10.3. FUNCION LOGARITMICA

La funcién logaritmica de base a (a = 1Ly a>0) es la
jnversa de la funcién exponencial de base a., gue se
denota por y = lcg x que lee logaritmo de x en base a de

a.

Ey = loge X <=> X = a{gi

El dominio de la funcidn exponencial de base a es el
conjunto de los numeros reales y su codominio el
conjuntp de numeros positivos. Por tanto el dominio de
loga e8 el conjunto de los numeros positivos y sBu
codominio el conjunto de los numeros reales. Como
ejemplo vamos a construir el grafico de:

y = logsx
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Esta igualdad equivale a 2¥ = x, bastard dar valores a
la variable vy para encontrar los correspondientes de x.

Luego. como de costumbre, graficamos los puntos (X,V) V¥
los unimos con una linea curva suave.

"
e
3.}

I 4 |l/2|1/4|

o
()
H

[ 2]t -2

A
iy

4

A
-
~

Otro ejemplo.

Dada 1la funcién y = logir zx. Trazar el gréafico
correspondiente.
(1/2)y = x

x | 1 |1/211/4l 2 | 4 I

v [olalz]a]z]

Dada la funcién y = logax. Trazar el grafico
correspondiente.
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pd | 1 | 3 | ) 11/3'1/9'

v ol tlzf1]-=2]

De la observacién de los griaficos podemos decir que la
funcién logaritmica al igual que la funciodn exponencial
es continua, lo cual se Jjustifica por ser funciones
inversas.

Del analisis de los graficos podemos indicar las
siguientes propiedades. Cualguiera que sea la base. se
cumple:

1.- El logaritmo de la unidad es cero; log 1 = 0O
porgque
a® = 1
2.- El logaritmo de la base es 1; logsa = 1 porque
al = a
3.- Los nﬁmeros negativos no tienen logaritmo, porque

ax (no adquiere valores negativos)
Si la base es mayor que la unidad, tenemos:
1.- Cuando el numero crece de 0 en forma
jndeterminada, su logaritmo crece desde -a a +a,

es decir. la funcién es mondétona creciente.

2.- El logaritmo de los numeros positivos, mayores que
la unidad, es positivo.

3.- El logaritmo de los nimeros positivos, menores que
la unidad., es negativo.
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Si la base es positiva y menor que la unidad. las
propiedades 1, 2 v 3 serisn las inversas a éstas.

[ EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Escriba la ecuacién logaritmica eguivaelente a cada
una de las ecuaciones exponenciales siguientes:

a. 34 = 81

b. 25 32
c. yx = 10
4. 823 = 4
Desarrollando los ejercicios propuestos tenemos:
a. 34 = 81
logaB81 = 4 Sol.

b. 2B = 32

logz32 = 5 Sol.
C. yx = 10
log 10 = x Sol.

d. 823 = 4
logad = 2/3 Sol.

Escriba en forma exponencial cada una de las funciones
logaritmicas:

a. loge27 = 3

b. logi,44 = -1

C. logiox )4

d. loga=z2 1/5
Efectuando los ejercicios propuestos tenemos:

a. loga27 = 3

as = 27 Sol.

|
|
jury

b. logir a4 =
Sol.

H
b

(1/74)-1
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C. legiox = ¥
(10)Y = x Sol.

d. loga=z2 = 1/F

(32)1086 = V 32 = 2 Sol.

Trazar el grafico de las siguientes funciones:

a. f(x) = logiox

b. f(x) = logax

c. f{x) = logirsx

d. g(x) = logir10Xx

DESARROLLO:

a. f(x) = logiox
10v = x

X I 1 I 10 Il/lOl

v [ol 1] -]

q\
? Sol
v
b. f(x) = logax
DESARROLLO:
v = logax

42 = X
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b4 I 1 | 4 l/4|l/16!

A
v ol sl -l -2

A
1

‘ '(' Sol.
v

c. f(x) = logirsx
DESARROLIO:
vy = logirax
(1L/3)y = x

x | 1 |1/3|1/9| 3 l 9'|

v Joltlz2]-1]-2]

d. g(x) = logir10x
DESARROLLO:

(1/10)y = x
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p.d l 1 |l/10|l/100| 10 I

v Lo «f 2 | 1]

Sol.
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ACTIVIDAD DE REFUERZO No. 10

81 degesn verifique BuS logros
desarrollando los ejercicios que a
continuacidén le proponemos:

1. Compruebe si las siguientes funciones son pares O
impares.
2
a. f(x) = ————=——~
x2 - 5
1
b. f(x) = x - —=
X
c. f(x) = x2 + 3x + 12
d. f(x) = x4 + 4x3 + 4x2 + 1
e. f(x) = x(x - 1)
2. Realice la grafica de las siguientes funciones definidas

de R--->R y diga @i es par o impar o ninguna de las dos.

a. f(x) = 2x
b. f(x) = x2 - 3x + 2
C. f(x) = x2 + 2x
d. f(x) = 5 - 2x
x2 + 3
e. f(x) = —————————
x2 - 1
3. Resuelva las siguientes funciones o ecuaciones
exponenciales.
a. 72x+3 -~ B(T*x+1) + 1 = 0
b. 22x - 3(2%+1) +8 =0

c. 4x(Hx-1) = 1600
d. 4* - 5(2%) + 4
e. Ox+2 = (Q,52x-1

4. Trace el grafico de las siguientes funciones
exponenciales:



b

e
i,

ANERSID

A

o

a. f(x) = (1/D)>
b. g(x) = (B)x
c. hix) = (3)*

d. m(x) = (10)

Escriba la ecuacidn logaritmica eqguivalente a cada una
de las ecuaciones exponenciales siguientes:

a. 72 = 49
b. X100 = y
c- b2 = 125
d. 8134 = 27

Escriba en forma exponencial cada una de las siguientes
funciones logaritmicas:

a. logs 64 = 2
b. logs 81 = 4_
c. logz 1 =0

d. logie 1/2 -3/4

Trace la grafica de las siguientes funciones:

a. f(x) = logas x%
b. g(x) = logs x
C. hi(x) = logir,a x

logr x

d. g(x)
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11.1. Funcion Suma
11.2. Funcidn
UNIDAD 11: OPERACIONES Piferencia
CON 11.3. Funcion Producto
FUNCIONES 11.4. Producto de un
Escalar por una
funcién
11.5. Funcidén Cociente
\<?
~
X
&p
~
5
g

ak*V//
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OBJETIVO 11 Realizar operaciones con funcioneses ¥y

representar graficamente.

ALGEBRA DE FUNCIONES

Considerando los conccimientos que usted tiene sobre las
operaciones de los ntmeros reales y funciones conjuntistas

nos e
suma.,

11.1.

s posible introducir operaciones con funciones como son:
diferencia, producto y cocilente.
FUNCION SUMA

Dadae las funciones f(x) = x - 1 y g(x) = 3x - 5
definida de R en R. Determine la funcién suma:

DESARROLLO:

La suma de f v g serda la funcién que a cada x asocia la
suma de las imdgenes f(x) y g(x), o sea:

fix) + g(x) = (x - 1) + (3x - 5)

(f + g) (x) x - 1+ 3x - b

(f + g) (x) = 4x - 6

Del anilisis del ejemplo anterior podemos definir a 1la
funcién suma de %S siguiente manera: '

— ——_
- -
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DEFINICION: «u—b

Se denomina funcién suma de £
con g a la interseccidén del
dominic de f con el dominio de
g, lo cual se denota por:
(f+g)(x) = f(x) + g(x) ¥V x € R

[ EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1. Hallar 1la funcién suma de f vy g siendo:
f(x) = 4x%2 - 3x + 5; g(x) = 2x3 - 4x2 + 3x - 2,
definidas de R--->R.

DESARROLLO:

f(x) = 4x2 - 3x + b

g(x) = 2x3 - 4x2% + 3x - 2

(F + g)(x) = 42 - 3x + 5 + 2x® - 4x2 + 3x - 2
(f + g){x) = 2x8 + 3 Sol.

2. Determinar el dominio de 1las siguientes. sumas de
funcilones.

2 ——
f(x) = ———~—— g(x) = V x - 1
x -3
DESARROLILO:
2
f(x) = ——--—
x - 3
g(x) = V x -1
2 —_—
(f + g)X(x) = ———=———~ + V x -1
x - 3
2+ x -3 V x - 1
(f + g)(X) = ————————————m

Determinamos el dominio de cada funcién y de la suma
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f(x) = —~—————— ' gix) = V x - 1

Dom £f = R - {-3% Dom g = R+
Dom (f + g) = Dom £ N Dom g

R - {3} n R+

Dom (f + g)

il

R >3

H
—
R

Dom (£ + g) = [4..... q[ Sol.

Dadags las funciones f y g. Calcular la funcién suma ¥y
determinar su dominio.

x
(f + g)(x) = ~—————=————————= + X8 + x + 3
(x - 1) (x + 2)
® + (X + 1) (x + 3) (X2 + x + 3)
(f + g)(R) = ——=————————mm s oo T
(x - 1) (x + 2)
x6 + x2 - x® + 4x2 + x - 6
(f + g)(x) = ————=mr———m—m o m o

Dom (f + g8) = Dom £ N Dom g

Represente graficamente, en un solo diagrama las
funciones £, g y f+g siendo f(x) = 2x-1 ¥ g(x)=(x -1)/2

DESARROLLO:

Primeramente obtenemos la funcidn suma:
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2(2x - 1)y + x ~- 1

(f + g)(X) = ~——mm——mm—mmm o
2
4x 2+ x -1
(f + @)(X) = ———mmmmmmm e
2
5% - 3
(f + g)(x) = ~———————~

Representamos gréaficamente las funciones dadas.

f(x) = 2x - 1

(f + B)(X) = ———m——mn

x l ¢ ‘ 1 | 2 l—l I -2 l

v |-3s2] 1 |7/2]-a |-13/2]

Dadag las funciones f(x) = 4 y g(x) = -x~1/2. Determine
ja funcién suma, =1 dominio y represente grédficamente.
f(x) = 4

gi{x) = - x - 1/2

(f + g)(x) = 4+ (- x - 1/2)



(f + g)(x) = 4 - x - 1/2
B -2x - 1
(f + g)(x) = ———=——————=
2
7 - 2%
(f + g)(x) = ———————~
2

Dom (f + g) = Dom £ N Dom g
= R
g(x) = - x - 1/2

vy = - x - 1/2

pd I 0 | 1 |—1 |—2 |

v |-12|-3/2|1/2|3/2]
(f + g)(x) = ——=————-

x | o 1 1 I 2 l—l l ~2'|

v |7/2|5/2|372|0/211/2|
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AN \4

Sol. ﬁ

Dadaeg las funciones f(x) = x2 y g(x)

x + 2. Determine

la funcién suma., dominio y represente graficamente.

DESARROLLO:

f(x) x2

1t

g{(x) X + 2



(f + g)(x) = x2 + x + 2
Dom (f + g) = Dom £ + Dom g

Dom (£f + g) = R

f(x) = x=2

Hallar £ + g 8i £ yv g son funciones de A-—->R

A= {1,2,3}, f(x) = 3x + 1
g = {(0,3),(1,3),(2,3),(3,3),(4,3), (5,3)}
DESARROLLO: |

Determinamos la funcidén £, asi:
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f(x)=3x+1
1 >4
2 > 7
3 — > 10
Hallemos £ + g
Dom £ = {1,2,3} Dom g = {0,1,2,.3,4.5}

Dom £f # Dom g = {1,2,3}

(f + g)(x) = £(x) + g(x)

(f + g)(x) = £(x) + g(x)
(f + @)(1) = £(1) + g(1) = 4 + 3 =7
(f + g)(2) = £(2) + g(2) =7 + 3 = 10
(f + g)(3) = £(3) + g(3) = 10 + 3 = 13
(f + 8) = {(1,7),(2,10),(3,13)} Sol.
8. Hallar la funcién (f + g)(-2) s8i conocemos f(x) = x + 3

v g2(x)=x2+2x+3
DESARROLLO:
Por la definicion sabemos que:

(f + g)(x) = £(x) + g(x)

(f + g)(-2) = £(-2) + g(-2)
(f + g)(=2) = (-2 + 2) + (-2)2 + 2(-2) + 3
(f + g)(-2) =0+ 4 -4+ 3
(f + g)(-2) = 3 Sol.
11.2. FUNCION DIFERENCIA
Sean las funciones f(x) = 3x + 5 y g(x) = x8® + 3x + b;

definidas de R--->R. Determine f - g
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DESARROLILO:
La resta de funciones se realiza de igual forma que la
diferencia de expresicnes algebrdicas, tomando en cuenta
gue al sustraendo hay que cambiar de signo ¥y luego
reducir términos semejantes.
f(x) — g(x) = 3x + 5 -(x® + 3x + H)

= 3x + 5 —-x® - 3x - b

f(x) - g(x) = —x®

Del ejercicio desarrollado podemos definir la funcion
diferencia de la siguiente manera:

DEFINICION: ——_b

Se denomina funcién diferencia
de £ con g a la funcidn
definida por f-g mediante la
férmulac:

(f-g)(x) = f(x) - g(x) Vx € R {
El dominio de esta operacidn
gerd la interseccidn del
dominio de f con el dominio de

E.

@ EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.

Sea f de R--->R definida por: f(x) = 1/x y g: R--->R
definida por g(x) = x2 + 3x - 2. Determine f - g

DESARROLLO:
(f - g)(x) = 1/x - (x2 + 3x - 2)
= 1/x% - x2 - 3x + 2

1 - x3 - 3x2 + 2x

(f - g)(X) = === mmm
x

-3x3 - 3x2 + 2x + 1

(f - g)(X) = ————————————m e Sol.

De f(x) = x2 - 2x + 3 restar g(x) = 2x2 + 3x - b5
DESARROLLO:

(f - g)(x) = x2 -~ 2x + 3 - (2x2 + 3x - 5)



(f
(f
(f
(f

(f

+

(f - g)(x) = x2 - 2x + 3 -
(f - g)(x) = x2 - 6x + 8

De la suma de f(x) = 2x + 1
suma de h(x) = 2x2 + 2 con
DESARROLLO:

Primero realizamos la suma
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2x2-j3x+5

Sol.
con g(x) = x2 - 2, restar la
m(x) = 2x + 3

de las funciones dadas para

obtener el minuendo con el -sustraendo vy luego la
operacitén diferencia.

g)(x) = 2x + 1 + x2 - 2 (h + m)(x) = 2x2 + 2 + 2x + 3
gy(x) = x2 + 2x - 1 (h + m){(x) = 2x2 + 2x + 5
g)(x) - (h + m)(x) = x2 + 2x - 1 —-(2x2 + 2x + H)

g)(x) — (h + m)(x) = x2Z + 2x - 1 - 2x% - 2x - b

g)(x) - (h + m){x) = - x2 - 6 Sol.

Sean las funciones

reales f(x) =

hx3 - Tx y g(x) = x +

3. Hallar £ - g v el dominio de la operacion.

DESARROLIO:

(f - g)(x) = £(x) - 8(x)

(f - g)(x) = 5%x3 - Tx - (x + 3)

(f - g)(x) = bx® - Tx - x - 3

(f - g)(x) = bx® - Bx - 3 Sol.

Dom (f - g) = Dom £ N Dom g

Dom (£ - g) = R

Sean las funciones reales g v h definidas por g(x) = X
y h(x) = x2. Hallar (g - h)(x) vy represente graficamente
en un solo diagrama: g, h y (g - h)

DESARROLLO:

(g - h)(x) = x — x2

(g - h)(x) = x(1 - x)

Representamos graficamente

cada una de las funciones.
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h(x) = x=2

I T T Ml Ml M

[olsfalo] 2] 4

(g - hh(x) = x - x= Sol.

I Il I el Bl

[ofofz{-s]-2]-s]

Halle f - g i se conoce que f y g son funciones de A en
R.

A = {0.1.2}. f(X) = 2x + 1 Vv g = {(092)5 (laz)a (2,2)’
(3,2), (4.2), (5.2)}

DESARROLIO:

Determinamos la funcidén £f.

2x+1
e

1
.2}

vV oV Vv

=> f = {(0,1),(1,3)9(2¢5)}
Dom £ = {0,1,2}

Dom g = {0,1,2,3.4,5}
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Dom £ N Dom g = {0.1,2}

(f - g)(0) = £(0) - g(0) =1 -2=-1

(f - g)(1) = f(1) - g(1) =3 -2=1

(f - g)(2) = £(2) - g(2) =5 -2=3
£f-g= {(0,-1),(1,1),(2,3)} Sol

Halle (f-g) dado f(x) = x2+2x-3 y g(x) = -X=& + 3x -1y
trace su grafico.

DESARROLLO:

(f - g)(x) = f(x) - 8(x)

(f — gX(x) = x2Z + 2x - 3 - (- x2 + 3x - 1)
(f - g)(x) = x2 + 2x - 3 + x2 - 3x +1

(f - g)(x) = 2x2 - x - 2 Sol.

Trazamos el gréfico.de (f - g):

FUNCION PRODUCTO

Sean f de R———->R y g de R--->R dos funciones definidas
respectivamente por f(x) = X + 2 y g(x) = x - 2.
Determine la funcidn producto.

DESARROLLO:

El producto de funciones se obtiene multiplicando f por
g como si se tratara de dos expresiones algebraicas.
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(f.g)(x) = £(x) . 8(x)
(£.2)(x) = (x + 2) (x - 2)
(f.g)(x) = x2 - 2x + 2x — 4
(f.g)(x) = x2 - 4 Sol.

Esta es la funcién producto de f.g cuyo dominio es la
interseccién de los dominios de las funciones dadas.

Del anAdlisis del ejercicio desarrollado. definimos a la
funcién producto asi:

DEFINICTON:

Sean f: R~-—->R y g: R-—->R dos
funciones. entonces llamamos
funcién producto de £ v g a la
funcidén que se denota por f.g
mediante la férmula:

(f . a)y(x)=f(x) . g(x) ¥x €R

i EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1 Sea f: R-—->R definida por f(x) = 1l/x y g: R--->R

definida por g(x)=x2+3x-2. Determine f.g

DESARROLLO:

(f . g)(x) = £f(x) . 8(x)

| = 1/x . x2 + 3x - 2
x2 + 3x - 2
U ;f _____

2. Calcule el producto conociendo que:

f(x) = 2x - 3y g(x) =x+ 1

DESARROLLO:
(f . g)(x) = (2x - 3)(x + 1)
(f . g)(x) = 2x2 + 2Zx - 3x ~ 3

(f . g){x) = 2x2 - x - 3 Sol.
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Efectie el siguiente producto de funciones si
h(x) = x3-2x2+x-2 y &(x) = 2x + 5 :

DESARROLLO:

(x3 - 2x2 + x - 2)(2x + 5)

(h . g)(x)
(h . g)(x) = 2x% + x® - Bx?® + x — 10 Sol.
Determinar 1la funcidn producto, el dominio de
definicidén, si: ‘

f(x) = V x - 1y gx) = V 5 - x

DESARROLLO:

(f . g)y(x) = £(x) . g(x)

(f . gy (=) =( V x — 1 ) ( V 5 -=x

(f . g)(x) V (x - 1)(5 - x)

V - x2 + 6% - 5

1

(f . g8)(x)
Dom (f . g) = Dom £ N Dom g

Dom (f . g) = R+ - {0}y N R < 6
Dom (f . g) = {1,2,3,5} Sol.

Sean las funciones h(x) = 4/xX ¥ k(x) = 3/(x - 3).
Determine el producto.

DESARROLLO:
(h . B)(x) = h(x) . k{x)
4 3

(h . K)(x) = (—=—=) (———=—== )

x x - 3

12

(h . kY(x) = ————————~ Sol.

x2 - 3x
Dadas las funcilones f(x) = 2% + 5 y g(x) = - x2 + x + 1.

Determine la funcién preoducto V¥ el dominio de
definicién.

DESARROLLO:

(f . e)(x) = f(x) . 8(x)
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(2x + B) (- x2 + x + 1)

= - 2x8 - 3x2 + Tx + b

Dom (f . &)

Dom £ N Dom g

Dom (f‘. g) = RNR
Dom (£ . g = R Sol.
11_4. PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UNA FUNCION

El producto de un escalar a (a € R) por una funcién f se
denota por:

a.f definida de R--->R que simbélicamente se representa
asi:

I ta.f)(x) = a.f(x) E

E EJERCICIOS ILUSTRATIVOS
1. Determine 3h si se conoce qQue h(x) = 2x - 2
DESARROLLO:

(a.h)(x) = a(h(x))

(a.h)(x) = 3(2x - 2)
(a.h){(x) = 6x - 6 Sol.
2. Sea la funcién real f definida por f(x) = 2%x2 + x — 2.

Calcular 1/2f(x)

DESARROLLO:
(a.f)(x) = a.f(x)
(a.f)(x) = 1/2 (2x2 + x - 2)
2x2 + x - 2
(a.f)(x) = —————=—=———=— Sol.
2
11.5. ' FUNCION COCIENTE

Sean h: R-—-->R vy g: R——->R; dQs funcionesg definidas por:

h(x) = ————m——————————— y g(x) = x3 + x + 3.
(x - 1)X(x + 2) ‘
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Determine la funcién cociente.
DESARROLLO:

El cociente de dos funciones se obtiene dividiendo h
entre g como 81 8e tratara de dos expresiones

algebraicas.
h h(x)
(————)(x) = ——————
g g(x)
x
h (x - )(x + 2)
(—— ) (%) = ——————————————————
e X3 + x + 3
h ‘ X ‘
(——)(x) = ————————— Sol.
e xB + x4 - X% + 4x2 + x - 6B

Del analisis del ejercicio desarrollado definimos a la
funcién cociente asi:

DEFINICION: —~—b

oean f: R——>R y g: R--->R dos
funciones, entonces llamamos
funcion cociente de £ vy g a la
funcidén gue se denota por f/g
mediante la formula:
(f/g)(x)=f(x)/g(x)¥xeER v g(x)»0

i EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1. Dadas las funciones f(x) = 2xB - 3x% + HxX3 - 4x2 + x
- 10 y g(x) = x + 3. Determine la funcidn cociente y el
residuo.

DESARROLLO:
f f(x)
(-—~)(x) = ~~—=m—
g g(x)
f 2x86 -~ 3x4 + BxB - 4x2 + x - 10

(——=)(X) = ===
g e X + 3
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bl
(——=)(x) = 2x4 - 9x3 + 32x2 - 100x + 301

B
Residuo (x) = 913 Sol.

Divida h/g s8i h(x) = -2x® - 4x2 + x - 3 y g(x) = 2x - 5

DESARROLLO:

~h - 2x%3 - 4x2 + x - 3
(——=)(x) = —————=———m—
e 2x2 - b

h .
(——)(x) = x ~ 4 Sol.
e

Residuo (x) = -~4x + 17

St g(x) = 2x + 10 v k(x) = x + 5. Calcular la funcidn
cociente.

DESARROLLO:

E 2x + 10
(===)(x) = ~———=m——=
k x + 5

e 2(x + B)
(———)(x)
k (x + H)

=4
(——=)(x)
k

I
N
4]
0
=

Halle h/g si sabemos que h y g son funciones de P en R.

h(x) = 2x + 1 P = {2,3,4}
g = {(3,4),(1,2),(5,2),(4,5)}
DESARROLLO:

Determinamos la funcién h, asi:



2x + 1
//—-\
2 >
s .
. \

entonces h : {(2,56),(3,7),(4,9)

Dom h = {25394’-}
Dom g = {1,3,4.5}
Dom h/g = {3,4}

h h(x)
(~——)(x) = ——=———

g g(x)

h h(3) 7
(-—=)X(3) = —————— = =
g g(3) 4
h h(4) 9
(--=)(4) = ——=——= =z =
=4 g(4) 5

h.
- = {(3’7/4), (4,9/5)} Sol.
g

Dadas f(x) = 1/(x + 1) y g(x) = x/(x2 - 2x).

funcién cociente y su dominio.

DESARROLILO:
1
f x + 1 ) x2 - 2x
(—===)(X) = m——m——mmmm——o = —mmmmmm oo
g x x(x + 1)
x2 - 2x
f X2 - 2x x(k - 2)

(——==)(X) = ———=————=-= = e
g X2 + x x(x + 1)
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Hallar la
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h x - 2
(———==)(R) = ———————~ Sel.
g x + 1

Dom f/g(x) = R - {-1}

Sea f(x) =2x - 3 vy g(x) = (x - 3)/2. Calcular f+g; f-g:
f.g: f/g8 v determinar el dominio de cada operacidn.

DESARROLLO:
ADICION
(f + g)(x) = f(x) + g(x)
x - 3
(f + g)(x) = 2x - 3 + ——————=
2

(2x - 3) + x - 3

(f + g){x) = —————=—-———=TTTTTT
A

bx - 9

(f + g)(x) = -———————~
2

Dom (f + g) = Dom £ N Dom g
Dom (f + g) = RNR

Dom (f + g) = R Sol.
DIFERENCIA

(f - g)(x) = £(x) - 8(X)

x - 3
(f - g)(x) = 2x - 3 =~ (===~ )
2
4x - B8 - x + 3
(f - g)(x) = —=——————""TTTTTTT
2
. 3x - 3
(f - g¥(x) = ———=———~
2
3x - 1)
(f - g)(x) = —=———7—=~
2
Dom (f - g) = Dom £ N Dom g

Dom (f - g) RNR
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Dom (f + g) = R Sol.
PRODUCTO
(f . g)X(x) = f(x) . g(x)

. x -3
Af . og)(x) = (2x - 3) Cwm—é———)

(f . g) (%) = —————m——

Dom (f . g) Dom £ N Pom g

H

Dom (£ . gy = RN R
Dom (£f . g) = R Sol.
CQCIENTE
f f(x)
(—~=-){x) = —=—————
g g(x)
f 2x - 3
(===)(x) = ————7>———m
=4 x -3
2
f 4% - 6
(—=)(X) &= ——————————
8 ) x - 3
f f
Dom (~-—-) = Dom -—-
g g
f
= R - {3} Sol.

Dom (——-)
: f=4
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ACTIVIDAD DE REFUERZO No. 11

Si degea verifiaue gus logros
desarrollando los ejerclciog que 8

continuacién le proponemof:

Calcule la funcidén suma y determine el dominio de cada
una. ‘ . ’

1
a. f(x) = x= v g(x) = ———————
x2 + 2
1
b. f(x) = x + 1 v g(x) = —=——————-
(x + 1)3
C. f(x) = 4x=2 - 7% + 5 y h(x) = 2x3 - 4x2 + 3x - 10

d. f(x)y = 2x + 1 y h(x) = 3x - 2

Halle (f + g) si f y g son funciones de B-—->R v
B={2,4.6}; f(x) =bx+ 2y g= {(2,3),(5,4).(3,3),(6,2)}

Represente grdficamente en un soclo diagrama las
funciones f y h y (£ + h) siendo:

a. f(x) =2 +x ; h(x) = x3 + x2 - X

b. f(x) =4 - x2 ; h(x) = 3x +5

C. Calcular la funcidn (g + h)(—G) sin conocemos que:
g(x) = 3x - 1 y hix) = - 2x + 5

Calcule la funciéu diferencia y determinar el dominio de
cada una:

a. f(x) = 2x - 1 l g(x) = 3/x

b. f(x) = 2x2 + 5x - 3 - g(x) = 3x2 - 4
C. f(x) = V 2x + 3 g(x) = V 2x2 + 1
d. f(x) = x - 5 ‘ .g(x) = x2 - 1

e. f(x) = Ix i g{x) = x2 + 1

De la suma de f(x) = (x + 1)/(x - 1) con g(x) = 1/x
reste la suma de h{(x) = x - 2 con g(x) = x + 7

Represente graficamente y en un solo diagrama las
funciones g, h ¥y (g — h) si:



14.
15.

16.

17.

i

a. g(x) = 2x - 3 y h(x) 3x + 2

b. g(x) = 4x + 7 vy h(x) = x + 3
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Fn los ejercicios siguientes calcule la funcidén producto

y determine el dominio en cada caso.

a. fix) = 4x + 7 y .g(x) = x + 3
b3
b. f(x) = ——=———~ vy g(x) = 2x + 10
2 - X
c. h{x) = V 4 - x= N g(x) = 2/x%
d. gx) = V x -2 vy kx)= V x + 3
1 x2
e. f(x) = ———=——-- y g(x) = ———=-———=
x - 2 x2 - 1
. bx=
£, f(x) =5 v B(x)=-——— -1
2
e. f(x) = x2 - x +3 ¥ g(x) = x4 + X2 + x2
Calcule 2(f.g) si f(x) = 1/(x + 1} ¥ g{x)y = (1 - x)/X

Halle el resultado de (3f) (2g) si f(x)
g(x) = 1/(x2 + 1)

:x3y

Sea la funcién real f definida por 3x2 + 1. Calcule

2f(x) y 1/3f(x)

En las funciones siguientes determine la
cociente y calcule el dominio.

1
a. fi(x) = x + 1 ; g(x) = —=——7——=—
(x + 1)3

b. f(x) = x - 2 5 g(x) =x+ 7
C. g(x) = x2 - 1 ; ki(x) = Ix2 - 4
d. h(x) = 2x2 + bx - 3 ; k(x) = X2 - 1
e. f(x) = x2 - x ; g(x) =x+ 1

x — 3 2x - 4
f. g(x) = =—=———= : hix) = —=—————-

funcidn
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g. f(x) = ———————————m 3 h(X) = —————mmmm——— -
X2 + x - B X2 - B8x - 12
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RESUMEN

Una funcién es mondtona creciente si:
V x1, X2 € A A x1 € x2 => £(X1) = f(x=)
Otra forma de determinar si una funcién es creciente en un

intervalo dado es utilizando la siguiente férmula. cuyo
resultado debe ser positivo.

fé.f(xi)wf(x§)=+
X=X,

Una funcién es estrictamente creciente si:
V x1, %2 € AN x1 < xz => £(x1) < f(x=2)
Una funcién es mondétona decreciente si:
V x1. x2z € AN %1 € x2 = £(x1) 2 £(x=2)
Otra forma de determinar si una funcidn es decreciente en un

intervalo dado es utilizando la siguiente férmula, cuyo
resultado debe ser negativo.

= f(xl) _f(xz) = am
X=X,

£

Una funcién es estrictamente decreciente si:
Y %1, X2 € A A X1 € Xz =>» f(x1) > f(x=)

Una funcidén es mondtona a trozos si en partes es creciente y
en otras es decreciente.

FUNCION CONSTANTE

Una funcién es constante si todos los elementos del dominio
de A tienen la misma imagen en codominio B (f(x) = k A_k 2 Q)

FURCION LINEAL

Una funcién lineal es agquella que esta representada por una
linea recta. En simbolos se representa. asi:
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f(x) = ax + b ; & A b = constantes
FUNCION PAR
Una funcién es par, si y sélo si:
VxeAd f(x)=1£(-x) 0
(x,y) € £ => (-x,y) € £

Luego la grafica de una funcidn par es simétrica con respecto
" "

al eje "y".
FUNCION IMPAR
Una funcién es impar si y sd6lo si:
VxeA f(x)=-£(x) o
(x,y) € £ => (-x, -y) € £

Luego la grafica de wuna funcién impar es simétrica con
respecto al origen.

FUNCION EXPONENCIAL
f(x) = ax
FUNCION LOGARITMICA
vy = logaex <=> x = a¥
OPERACIONES CON FUNCIONES

Las operaciones que realizamos con funciones son:
Funcién Suma: (f + g)(x) = £(x) + g(x), Vx € R
Funcién Diferencia: (f - g)(x) = £(x) - g(x), ¥ x € R
Funcion Producto: (f . g)(x) = f(x) . g(x), Vx € R

Funcién Cociente: (f/g)(x) = f(x)/8(x). Vx € R
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VALORE SUS CONOCIMIENTOS
No. 3

OBJETIVCO 09 Establecer la diferencia entre funcidn
monotona creciente vy decreciente.

A. INSTRUCCION ESPECIFICA: Escriba en el paréntesis
correspondiente una (V) si el
enunciado es verdadero o una
(F) si es falso.

1. ¢ ) Las funciones gue en parte son crecientes y
en parte decrecientes se llaman monotonas a
trozos.

2. C ) Una funcioén es monétona creciente si:

V x1. xz € AN x1 < %=z ;> f(x1) > f£(x2?

3. «( ) Una funcién constante se representa por:
f(x) = k

4. ¢ ) Al aplicar la férmula:

= f(xl) "f(xz)
X;—H,

£

gi el resultado es negativo, la funcidén es
creciente.

5. ( ) Una funcién f es decreciente en un intervalo
dado si:

V x1, x2 € [a,bl A x1 < x2 => f(x1) > f(x=)

6. ( ) Una funcidén lineal estéd definida por:
f(x) = ax + b .

7. ( ) El grafico de una funcién lineal de la forma
¥y = ax es: .
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v

A
N

B. INSTRUCCION ESPECIFICA: Maraue con una X la
alternativa correcta.

8. Una de las siguientes férmulas se utiliza en la
identificacién de funciones crecientes o
decrecientes.

fixz) - f(x1)

8.  —emmm— e
X1 - Xz
f(x1) - f£(x=2)
'b_ ______________
X — X1
f(x1) - £(x2)
C.  —memmmmm—————
X1 — X2
f(x1) . f£(x=2)
d_ ______________

C. INSTRUCCION ESPECIFICA: Encierre en un circulo los
literales que expresen lo
correcto: )

9. Uno de los graficos siguientes representa una
funcién constante:



10.

c. h(x)

a. ( )
A
v \\\\\\
b. (
A
/ v
c. )
y

Las funciones crecientes definidas en
positivos son:

a. f(x) = - 2x + 7
b. gix) = 3x + 1
=z Bx - 3
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los reales



D.

11.
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d. f(x) = -6x + 1

Las funciones decrecientes definidas en los reales
positivos son:

a. fix) = - 2x + 7

b. f(x) = 3x - 5

c. gix) = 9x + 7
d. h(x) = - x + 6
e. g(x) = - 3x + 1

INSTRUCCION ESPECIFICA: Represente graficamente:

12.

13.
14.

15.

La temperatura durante las horas que ha
continuacién se indica.

13 hoo T = 20°C 14 hoo T = 21°C
15 hoo T = 18°C 16 hoo T = 19°C
17 hoo T = 15°C 18 hoo T = 13°C

y las funciones lineales:

f(x) = 2x - 3

h(x) 3x + 1

4

g(x)

QBJETIVO 10 Determinar =i una funcién real es par.,

impar., exponencial o logaritmica, en sus
diferentes formas.

INSTRUCCION ESPECIFICA: Tache con una linea oblicua la

16.

17.

18.

19.

20.

V o F segin corresponda.
Vv F Una funcién es par si f(x) = £(-x)

VvV F Si los exponentes de la variable son
pares la funcién es impar.

\ F El grafico de wuna funcién par €8
simétrica con respecto al eje y.

v F Una funcién es impar si f(-x) = 1

v F El grafico de una funcién impar es
gsimétrica con respecto al origen.



21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.

28.

29.

30.

v F
v F
v F
Vv F
Vv F
v F
v F
v F
\Y% F
' F
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Una. funcién puede ser ni par ni impar
Una funcidén es exponencial si y sdélo si:
f = {(x,¥)/y = a*, x € R}

El grafico que corresponde a funciones
exponenciales pasa por el punto (0,1)

El grafico de la funcidn exponencial se
mantiene siempre bajo el eje de las
equis (x)

a¥ . avy = aXx + v

v = x2 define una funcidn exponencial

El dominio de la funcién logaritmica es
el conjunto de los numeros reales.

Si vy = logex <=> x = a define wuna
funcién logaritmica.

La funcién logaritmica es continua?

ngaa = a

INSTRUCCICN ESPECIFICA: GSombree el literal que

31.

32.

33.

determine la alternativa
correcta.

La funcién par es:

a. f(x) = 2x2 - x4

b. f(x) = x4 - x2 - x - 1

c. f(x) = %8 + 2x

d. f(x) = x

En la ecuacién exponencial 52»-1 = 125, el-valor

de (x) que permite verificar la identidad es:

a. -2
b. 2
c. -3
d. 3

La ecuacién exponencial que tiene a 4 como valor:

de (x) es:



34.

35.

36.
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Q
W)
N
b
|
[
H
lav]
H
[a1]
|

" "

El valor gque corresponde a la base a en la
funci6on logaritmica logelB = 2, es:

a 4

b. -4

e 3

d. 2

El valor de "x" en la funcién logaritmica

logsx = 2 es:

a. 20
b. 30
c. 25
d. 35

El grafico de una funcién impar es:

a.




-314-

v

A
v

37. El gréafico de una funcidn par es:

a.
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A

INSTRUCCION ESPECIFICA:

38. f£(x) 9 - x=

39. f(x) Bx + 7

40. f(x) = 3Ix® - x
INSTRUCCICON ESPECIFICA:

41. f(x) = 67
INSTRUCCION ESPECIFICA:

Demuestre analiticamente si
las siguientes funciones son
par o impar., si estan
definidas de R--——>R

Trace la grafica de 1la
siguiente funcibn:

Frente a cada funcién
logaritmica escriba la funcién
exponencial equivalente.



42.
43.
44.

45.
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logirad = - 1
log101000 = 3
log=1/16 = -4

logiox = y

CBJETIVO 11 Realizar operaciones con funciones y

representar graficamente

INSTRUCCION ESPECIFICA:

Escriba una "x" en el paréntesis que corresponda a la
respuesta correcta:

46.

47.

48.

43.

La funcién suma entre £ v g definida de R—-—-->R, es:
f(x) = 3x ;5 g(x) = 4x + 2

a. ( Yy Tx + 1
b. ( ) Tx + 2
c. ( Y 7T + 2x

Si la suma de (f + g) = 2x2 + 3x - b v
f(x) = x2 - 2x + 3, entonces g(x) es:

a. ( ) g(x) = x2 + bx - B

b. ( ) g(x) bx - B

e. () g(x) =x2 - 56x + B
El dominio de 1la funcién f+h definida por las

funciones:
f{x) = 2x + 1 vy h(x) = x? es:

a. { ) R-
b. ( )Y R
c. ( )y R+

El dominio de la funcién producto g.h si:
g(x) = 2x - 3, h(x) = (x+3)/(x-2) es:

a. ( )Y R - {2}
b. ( ) R
c. ( )R- {-2}"



50.

51.

b2.

53.

54.

55.

La  funcién diferencia entre f£( x ) |
g(x) = 4x + 2 definida de R—--—->R es:

a. ( )Y (f - g)yx) =x - 2

b. ( ) (f-g)(x)=~-x -2

c. (Y (f-@)x)=-x+2

S5i la diferencia de f ; g = 2x2 + 3x - by
f(x) = x2-2x+3, entonces g(x) es:

a. () g(x) = - x2 - bx + 8

b. ( ) g(x) = x2 - 5x + 8

c. ( ) g(x) =x2 - 5x -8

La representacién simbélica de la diferencia de
funciones es:

i

a. ( )y (f - g)x) g(x) - x. Yx €R

i

b. ( )Y (£ - g)(x) f - g. Vx €R

c. () (f - @)yx) = f(x) - g(x), VX €R
El dominio de la funcién f - h definida por 1las

funciones:
f{x) = 2x + 1 y h(x) = x2 es:

a. ( ) R-
b. ( ) R+
c. ( )Y R

La sclucién que corresponde a la funcidn producto
Tox) = 3x + 2y g0 = 2x + 10 es:

a. ( ) 6x2 + 34x + 20

b. ( ) 17x2 + 3x + 10

c. () 10x=2 + 3x + 17

Sea la funcién g(x) = 4x + 1, entonces 5g(x), es:
a. ( )y bx + 20

b. ¢ y 20x + 5

c. () 20x -5



O
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56. La solucidén que corresponde a la funcidén cociente
de f(x)=x=2+4 y g(x)=x-2, es:

a. ( )} x - 2
b. ( Yy x + 2
c. ( )

x2 + 2

57. E1l dominio de la funcién cociente,
h(x)=x-3 es:
a. ( y R - {-3}
b. ¢ )Y R - {3}
c. ()Y R - {03}
INSTRUCCION ESPECIFICA:
f(x) =
g(x) =

58. (f + g)(x) =

g(x) = x2 - 4 y

Dadas las funciones:

3x + 10;:
- Bbx + 2 determine:

59. El dominio de (f + g)(x) =
60. Represente gréaficamente la funcidn suma.
INSTRUCCION ESPECIFICA: Resuelva los siguientes
ejercicios:
"61. Con las funciones:
f(x) = %x2 - 9 y g(x) = 3x2 - 2x - 2. Determine
(f.g)(x).
62. Dadas las funciones:

hi(x) = 2/(x - 5) v kix) = (x+2)/(x-3). Calcule la

funcién cociente (h/k)(x)
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CLAVE DE RESPUESTAS

Compare las respuestas de la evaluacidén con las del
Solucionario.

Obdetivo 9
A.
1. (V)
2. (F) Es falsa porque una funcidén mondtona es
creciente si:
VY x1, ¥x2 € A AN x1 € %z => f(x1) < f£(x=2)
3. (I
4. (F) Si se aplica la férmula:
f= f(xl) _f(xz)
X=X,
v el resultadc es negativo la funcidn es
decrecilente.
5. (O
6. (V)
7. (F) Es falsa porque la griafica de una funcién
lineal de la forma y = ax pasa por el origen.
B.

10. a, b, c, d

11. a, b, ¢, d, e



12.
13. £(x)
i4. h(x)

2°C

ne |
ve |

ne |

+

13h t4h 15h B5h 17% 184

2x - 3

N

3x + 1

A

A
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165, g(x)
Ohjetivo 10
A.

i6. V

17.

8. V

19. V

20. V

21 v

22. ¥V

23. V

24. V

25. V

26. V

27. V

28. V

29. V

|

)Moom M oM oM
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4

A

Porque una funcién es par cuando sus
exponentes son pares.

Porque una funcién es impar si f(-x) = - f£(x)

El grafico de una funcién exponencial se
mantiene siempre sobre el eje de las equis
(x)

La f6rmula que define una funcidn exponencial
es:
f(x) = a*

Porque su dominio es el conjunto de los
numeros positivos (N)

Porgque una funcién logaritmica se define por:
v = logax <=> X = a¥ : -



30.

31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.

38.

39.

V F Porque el logaritmo de la base es 1.

0
a2 4 20 2 O

9 - x=2
Demostramos s5i la funcidén es par.
f(x) = £(-x)

9 - x=2 9 - (- x)2

i

9 - x2 = 9 - x2

» La funcidn es par.

6x + 7

Demostramos si la funcidn es impar.
f(-x) = - £(x)

B(- x) + 7T = - (6x + 7)

-Bx + 7 # -6x - 7 pues f(-x) # - £(x)
+» La funcidén no es impar.
Demostramos si la funcidn es par.
f(x) = £(-x)

6x + 7 = B6(-x) + 7

6x + 7 -6x + 7

-322-
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~ La funcion no es par.
La funcidén dada no es par ni impar.
40. 3xB® - x
Demostramos si la funcidn es impar.
f(-x) = - £(x)
3(- x)38 - (- x) = =(3x® - X)
—éx3 + x = 3xB +.x

& La funciodon es impar.

D.
41.
A
— \"_-—— .
A
E.
42. (1/4)-1 = 4
43. 103 = 1000
44. (2)~4 = 1/16
45. y(x = 10¥)
Obieti 11
A.

46. a ( ), b (x ), c ( )



47.
48.
49.
50.
51.
52.

b3.

58.
59.
60.

61.
62.

a(x ), b (),¢c ( )

a ( Y. b(x).,c ( )
a(x), b ), c )
a( ), b(x), c ( )
a(x),. b ( J),c )
a( ). b ),c(x)
a( J)ab ( ), c (x)
a (x ), b ),c ( )
a( ), b(x).,c ( )
a (x ),‘b ( .), c ( )
a ( ), b(x).ec ()
(f + g)(x) = - 2x + 12

Dom (f + g) = R

b

(f . g)Y(x) = 3x4 - 2x3 - 29x2 + 18x + 18

(h/k)(x) = x2 - 3x - 10

-324-
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COMENTARIO

Al finalizar el estudio de los contenidos de las tres
unidades que conforman el médulo II11I. es necesario analizar
los resultados tanto parciales como de médulo.

Después del estudio de cada unidad confiamos en que los
objetivos planteados hayan alcanzado el punto de corte
necesario para sSu aprobacién. esto es el 70% en cada uno de
ellos. Si por el contrario no alcanzé el porcentade indicado
debe usted reforzar sus conocimientos, procediendo a revisar
nuevamente los temas correspondientes a los objetivos que no
logrd acreditar.

La autoevaluacién propuesta al final del médulo III,
comprende los aspectos mds importantes y bédsicos para que le
permitan continuar con el estudio de las siguientes unidades.

Le recordamcs no pasar al siguiente médulo si no estd seguro
de los aprendizajes conseguidos, ya <que el caracter
sistemdtico de la asignatura le impide comprender los temas
que se estudiardn en el moédulo posterior, lo cual le
permitird realizar con éxito la prueba presencial.
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MODULO 4 ! OPERACIONES BINARIAS
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INTRODUCCION DEL CUARTO MODULO

Fn el tratamiento del médulo III se realizd el estudio de las
funciones reales y su aplicacidén en las asignaturas como:
Algebra, Trigonometria, Geometria Analitica v
fundamentalmente en céalculo donde el concepto de funcidn
ocupa un lugar central.

Como culminacién del presente documento autoinstruccional
presentamos a usted el médulo final de nuestro estudio, que
comprende el conocimiento ¥y ejercitacién de: Operaciones
Binarias, definiciones béasicas Yy sus propiedades, son
caracteristicas de este documento: la claridad vy sencillez en
su explicacién, el uso adecuado del lenguaje matemdatico, la
simbologia v la elaboracién der matrices con la ejercitacidn
y desarrollc de los ejercicios propuestos CcoOmo la
autoevaluacién proporcionard en usted una actividad reflexiva
y creativa donde el razonamiento es indispensable para
alcanzar el fin que se persigue.

Al iniciar el estudio que hoy estamos concluyendo. nos
propusimos metas quizéd un tanto ambiciosas con el objeto de
gque la preparacidn que usted adquiera 1llenen nuestras
aspiraciones y sea basta para vuestro ejercicio profesional
y permita su promocién para continuar sin dificultad el
estudio de lsa asignaturas de los ciclos superiores.

Los logros que a través de estas padginae se hayan
cristalizado, forjaran en usted un profesional con toda la
capacidad para asumir un reto: la instruccién y formacidbdn de
nuevas generaciones.
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g I Aplicar definiciones, reglas v leves en las
IOBJETIVO 4! operaciones binarias.

E [JNIDADES E E SEGMENTOS i
¥
12. Nociones Béslcas 12.1. Concepto
12.2. Matrices
12.3. Dominic de una
Operaciodn
13. Opefaciones en los 13.1. Maximo y Minimo
Naturales (HN) 13.2. Minimo comin

miltiplo ¥
méximo comin

divisor.
13.3. Potencia
14. Operaciones con 14.1. Uniédn
Conjuntos 14.2. Interseccién
14.3. Diferencia
Normal
14.4. Diferencia
Simétrica
i5. Operacicnes 15.1. Conmutativa
Binarias: 15.2. Asociativa
Propiedades 15.3. Elemento Neutro
15.4. Elemento

Simétrico
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iz.1. Concepto
UNIDAD 12: NOCIONES 12.2. Matrices
BASICAS 12.3. Dominio de una
Operacidn
[ vV
—4aAlp g |R|S|T
b
q
R
N)
—T R
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Determinar si un conjunto de numeros es

IOBJETIVO 12 complezto o incompleto respecto de una

operacion.

12.1.

CONCEPTO:

En todas las actividades del hombre es muy comun
emplear las palabras: sumar, restar, multiplicar.
dividir. operar, etc. Siempre que realizamos cualquier
operacidén se nos da dos numeros al cual le hacemos
corresponder un tercer numero, al que lo 1lamamos
resultado de la operacién. Asi por ejemplo si tenemos 15
v 5 se obtiene 20, 10, 75, 3, etc. que es el resultado
de la operacidn respectiva.

El par de numeros que se dan, én general, tienen
que estar ordenados especialmente para la resta vy
divisién, no teniendo importancia el orden en la suma y
la multiplicacidn.

De la misma forma, para realizar cualgquier tipo de
operacién, es necesario conocer con anterioridad cual es
la ley que va a permitir desarrollar tal operacidn la
misma que dard lugar a la clasificacién de las-
operaciones y a identificar sus diferencias.

De lo anterior podemos deducir el concepto de la
palabra operacién diciendo que:

Es una correspondencisa o relacidn entre un par ordenado
de numeros que asocia otro numero.

Por lo tanto y segun Ignacio Uranga y otros definimos a
una operacién binaria, asi:
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DEFINICION:

dado un condjunto A, no vacio,
consideremos el producto cartesiano AxB.
Liamaremos operaclén en A, a toda
aplicacién de A x A en A.

A los componentes del par lo llamaremos

datos, v a la imagen elemento compuesto
§ o resultado.

A estas operaciones se acostumbra a representar en
forma m&s general con la simbologia: +., . , I U, N

Ejemplo x X v , lo que se lee "x compuesto con y" 6 "x
operado con y'.

Una operacién también la podemos representar
mediante tablas en las que se ubica en un lado los pares
ordenados y en el otro su respuesta segiin la ley
indicada. asi por ejemplo, la tabla de la suma, resta,
multiplicacién y divisidn se podria escribir asi:

- X
(2,1) 3 (2,1) 1 (2,1) 1 (2,1) 2
(4,2) 6 (4,2) 2 (4.2) 8 (4,2) 2
(10,5) 15 (10,5)! B (10,5) 50 (10,5) 2
(9,3) 12 (9,3) 6 (9,3) 27 (9.3) 3
(8.4) 12 (8,4) 4 (8,4) 32 (8,4) 2
Cuando en un problema se utilizan dos leyes

distintas es necesario emplear dos signos diferentes con
el objeto de distinguir las operaciones. ‘

MATRICES

Una forma muy util de representar una operacidén es
mediante un cuadro o matriz denominado tabla de
operacién, tabla Pitagérica o tabla de doble entrada.

Dicha tabla estd formada por filas y columnas, en
cada fila y columna colocamos un elemento y en la
casilla en que se cortan se escribe el resultado de la
operacién realizada.
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COLOMNAS

Al construir un matriz es importante tener presente

lo siguiente:

Los elementos del conjunto se escriben en la fila
superior de izquierda a derecha y en el mismo
orden que se dan.

Loa elementos del conjunto también se escriben en
la primera columna por la izguierda de arriba
hacisa abajo v en el mismo orden que se dan.

En la primera casilla superior izquierda se
escribe el simbolo de la operacidn.

El resultado de la operacién estd ubicadeo en la
casilla donde se interseca la fila de la primera
componente con la columna de 1la segunda
componente.

lLas tablas se construyen generalmente para
conjuntos finitos.

Dentro de la tabla unicamente existirdn elementos
del conjunte dado. '

Para encontrar el resultado de una determinada
operacién, localizaremos al primer elemento del
conjunto en 1la columna: de la izquierda, vy al
segundo, en la primera fila. Asi por ejemplo, en
la siguiente tabla el resultado de la operaciodn
indicada estd dado por la interseccién de la fila
en la cual aparece ¢, con la columna en la gque se
encuentra b. Encontrdndose en la interseccién la
letra a.
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M a b c
a Lo que se expresa asi:
b c *b=a
R
> ¢ a

B EJERCICIOS ILUSTRATIVOS
1. Elabore la tabla para la operacidn + con el conjunto:
A= {1,3,b6,7,9}

+ 1 3 5 7 9

1 2 4 6 8 10

3 4 6 8 10 12

5 6 8 10 12 14

7 8 10 12 14 16

) 10 12 14 16 18
Es decir:
1+ 1 =2 5+ 1 =6 7T+ 1 =28
1 +3 =4 54+ 3 =18 7T+ 3 = 10
1 + 5 =286 5+ 5 = 10 7T+ 5 = 12
1 +7=28 5+ 7 = 12 T+ 7 = 14
1 +8 =10 5 + 9 = 14 7+ 9 = 16

En consecuencia no es una operacién binaria., por
cuanto sus elementos no pertenecen al conjunto dado A.

2. Construya la tabla para la operacidn " con el
conjunto:
B = {0,1,2}
] 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 4
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Lo que significa:

0 .0=20 1.0=20 2 0=0
0.1=20 1.1=1 .2 .1 =2
0 .2=20 1 .2=2 2 .2 =4
. La operacidtn " . " no es binaria porque 4 B.

Elabore la tabla para la operacidén " *x " con los
elementos del conjunto:
C = {1l,a,2,b}

* 1 a 2 b

1 1 a 2 b

a a a b b

2 2 b a 1

b 1 a 2 b
Lo que significa:
1 x1 =1 a x 1 =a 2 x 1 =2
1 ¥ a=a a * a=a 2% a=>5o
1 x 2 =2 a*x2=0D 2 x 2 =a
1 %¥b="= aX*xb=">D 2 xb =1

Obgervamos que cumple con las condiciones de una
operacién binaria, por lo tanto {c,%*} es una operacidn
binaria.

Con el conjunto D = {a,e,i,o,u} construir la tabla
correspondiente a la operacién " a4 "

A a e Y (o] u
a a e i o u
e e e a i o
i i a i e u
o o) i e o e
u u a u e u

Lo que se expresa asi:

It
(14
-~

»>
o]

It
-

a 4 5 =848 e A 5

w
»
-
n
-
m
»
[
It
o
-
»
-
]
-
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B 4 0=o0 e a o 1 i 4a0=e&e

a A =1 e A4 u =20 i1 4au=nu
Observamos que €8 una operacidn binaria.

En los ejemplos 3 y 4 observamos que los elementos
de la respuests no tienen ningin orden., es decir, en las
casillas escribimos elementos del conjunto dado como se
crea conveniente; todos o algunos o uno solo, con lo que
queda definida la operacidn.

12.3. DOMINIO DE UNA OPERACION
(Varsavsky, Oscar, 1973, Tomo I, Pag. 135)

Se puede definir much

as operaciones entre numeros y aun
entre ob LO8__due No e

S, NANC L O .

51 tenemos un conjunto cualquiera A, que no sea vacio,
cualquier funcién T que haga corresponder a cada par
ordenado de elementos de A otro elemento de A, es una
operacion de A o entre log elementos de A. El alcance de
T tiene que estar formado por todos los elementos de Aj;
el rango es A. La imagen, como veremos puede ser o no
todo el rango. Cuando no se dice nada sobre el dominio.
se supone que coincide con el alcance, o sea que la
operacién se puede efectuar entre todos los pares
ordenados de elementos de A. Pero no siempre es asi: si
A es el conjunto de los numeroe naturales N, la divisién
exacta tiene un dominio mds chico que su alcance. Hay
pares ordenados de nimeros (ejemplo: 10, 3) a los qQue no
le corresponde como resultado un numero natural. En
casos asi diremos que se trata de una operacioén
incompleta. La divisidn exacta es, pues, incompleta en

N.

Suma y multiplicacién en N tienen dominio = alcance. La
resta es incompleta en N.

Hablamos de ogperacion binaria porque el dominio esta
formado por pares. Hay también operaciones ternarias
cuyo dominio esta formado por ternas, etc.

Sea T una operacién binaria en A, es decir, T es una
funcién de range = A y alcance = {pares ordenados de
elementos de A}. Recordemos que a este conjunto lo hemos
llamado A x A. Alcance de T = A x A.

Siendo T una funcién, si su valor en el par a,b es c,
deberiamos escribir:

T (a . b) =¢

Pero ez costumbre poner el simbolo de la operacidn entre
dos elementos del par:
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aThb-=c

(a la izquierda de T va siempre el gue es primero) como
su fuera una relacién entre a y b. Atencién y no
confundirse: si T fuera una relacidén, aTb seria algo
verdaderc o falso, como "a es tio de b”. En cambio si es
una operacién, como +, at+b no es ni cierto ni falso. Lo
que es cierto o falso es gque atb=c. La relacidn egs entre
c y el par (a,b).

aThbh-=2¢

se lee: c es el resultado de aplicar la operacidén T al
par a,b, o de gperar a con b.

fi EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Demuestre si las siguientes operaciones son completas o0 no €n

el donjunto de los naturales (N).
a. Adicidén a + b = ¢

b. Resta a - b = ¢

c. Multiplicacién a . b = ¢

d. Divisidén a : b = ¢
DESARROLLO:

Para demostrar las operaciones indicadas se elige pares

de elementos del conjunto dado, y se verifica con cada una de
las operaciones.

Si el resultado es un elemento de un mismo conjunto, la

operacién es completa v si el resultado no es un elemento del
conjunto dado la operacién es lncompleta.

Adicidn

Sean los pares (7,4) y (8,10)
a+ b =rc
7 + 4 =11 € N
8 + 10 = 18 € N

Entonces: —f——————L

La adicién en el conjunto de los
naturales es una operacién completa
cuyo dominio es el conjunto de los
naturales.




b.

Resta
a - b =o=c
7 -4 =3 €N
8 - 10 = -2 € N
Entonces: ———mm——w
: A"
1]
La resta no estd definida en todo
nimero natural. Si queremos gque el
resultado sea un elemento de N la
primera componente debe ser mayor
que la segunda. Por lo tanto la
resta es una operacidn incompleta
en el conjunto indicado. En
consecuencia el dominio -de esta
operacién es retringido.
a.b=c
7 4 = 28 € N
8 10 = 80 € N
Entonces: -——-————L
La multiplicacién en el conjunto de
los naturales es una operacién '
completa cuyo dominic es el
conjunto de los naturales.
Divisid
a: bz=c¢
7 4 = 7/4 € N
8 : 10 = 4/5 € N

-339-
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Entonces: —————m——L

La divisién inexacts en el conjunto
de los numeros naturales es una
operacién incompleta, por lo tanto
su dominio es restringido.

Pero si tomamos pares como por ejemplo: (10,2)
(6,3), donde la primera componente e8 maltiplo de la
segunda, entonces la divisidén es posible en el conjunto
de los naturales. ‘

a:b==c
10 - 2 = 5 € N
6 : 3=2¢€¢N

" Demuestre si las siguientes operaciones son completas o

incompletas, en el conjunto de los nuGmeros racionales
(Q).

a. Adicién a + b = ¢
b. Resta a - b = ¢
c. Multiplicaciéd

n a b =c
d. Division a : b =

c
DESARROLLO:

Coneideremos los pares ordenados (3/4,-1/2) y (5,8/3)

Adicidn

a + b =o2c¢c
3/4 + (-1/2) = 5 + 8/3 =
374 - 1/2 = 1/4 € Q 15 + 8 - 23

_______ = ———— € Q
3 3

Multipli L4

a . b==c ‘
(3/4)(~-1/2) = -3/6 € Q (5)(8/3) = 40/3 € @

Resta
a-b==c¢

374 - (-i/2) = 5 - 8/38 =
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3/4 + 1/2 = 5/4 € Q : 15 - 8 7

—

CONCLUSION w———————L

La adicidn, la multiplicacidén y la
resta en el conjunto de los numeros
raclonales son operaciones
completas, siendo su dominio el
conjunto de Q.

Divisié
a b =c

3/4 @ (-1/2) = 5 : 8/3 =

3/4 x (2/1) = -6/4 € Q 5 x 3/8 = 15/8 € Q

Con la relacién a los pares que hemos tomado y al
realizar la operacién observamos gque la divisidn es
completa. Pero si tomamos los pares (0,-3/4) y (-3/4,0)
y al demostrar vemos que la divisién en el conjunto de
los @ es incompleta, asi:

0 : 374 =0 € @ -3/4 : 0 =7 Q

Por lo tanto el dominio de la divisién cuando esté
definida en el conjunto de los racionales es.
restringida.



-342-

ACTIVIDAD DE REFUERZO No. 12

St degea verifique sus logros

Verifique si las siguientes operaciones son completas o
no. en el conjunto de los numeros irracionales vy
enteros. Luego indique el dominio en cada operacidn.

C

a. a+ b
b=c

C. a.b=c

d. a:b=c

Sea el conjunto de los nUmeros enteros. Siendo a vy b €

7 4Cudles de las siguientes expresiones definen
operaciones en el conjunto dado?

1
o

a. 8 a b

b. s A b =38+ 2b

-c. aXxb=a-b

d. amb = a/b

e. B : b Va3+b3

Demuestre mediante una matriz si la adicién en el
conjunto de los naturales pares e impares es una
operacion binaria.
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i3.1. Maximo y Minimo
UNIDAD 13: OPERACIONES 13.2. Minimo Comin :
EN LOS Maltiplo y Maximo
NATURALES : Comun Divisor.
(N 13.3. Potencia
x| 113|517
1j1]3]95]7 . [5V7=7
313131517
SAT7=5
5/5]|5|5|7 A
717171717




Elaborar tablas para las operaciones:

OBJETIVO 13 méximo, minimo; mdximo comun divisor,

minimo comin miltiplo v potencia.

13.1.

13.1.

MAXIMO Y MINIMO

A més de las operaciones descritas anteriormente
podemos inventar muchas operaciones en el conjunto de
los naturales; basta decir, por cualquier medio o forma
el resultado para cada par de numeros. Asi podemos
hablar de operaciones como: minime, mé&ximo, minimo comin
miltiplo, méximo comin divisor, potencia. etc.

1. MAXIMO

Una de las operaciones de fécil resolucidén es la
que llamaremos mMAx1imo. En la cual se hace corresponder
a todo par de nameros naturales el mayor de los dos y s8i
los numeros son iguales el mismo numero. Su simbolo es
l!V " .

El méximo entre los siguientes pares:
(10,7),(20,20),(6,8) es:

10 V7=1
20 V 20 = 20

6 Va8 =28

B EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.

Construya una tabla o matriz para la operacidn maximo,
definida en el conjunto: A = {1,3,5,7}
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v 1 3 5 7

1 1 3 5 7

3 3 3 5 7

5 5 5 5 7

7 7 7 7 7
2. Elabore una tabla o matriz para la operacién maximo,
definida en el conjunto de los multiplos de 3 menores a

21.

12 15 18

v 9

3 9 12 15 18
6 g 12 15 18
9 9 9 12 15 18
12 12 12 12 12 15 18
15 15 15 15 15 15 18
18 18 18 18 18 18 i8

3. Construya una tabla o matriz para la operacidén maximo
definida en el intervalo [-5, O]

|
90}
1
[&))
1
w
1
W
{
\v)
i
=t
oNoReReReNe) o

4. Genere una tabla o matriz para la operacién maximo
definida en el conjunto A = {x € N pares, 10 2z x = 2}

A= {2,4,6,8,10}
\Y 2 4 6 8 10
2 2 4 6 8 10
4 4 4 6 8 10
6 6 6 6 8 10
8 8 8 8 . ] 10
10 i0 10 10 10 10
5. - Construir una tabla o matriz para la operacién maximo,

definida en el conjunto P = {-1,0,1}
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Vv -1 o 1
-1 -1 0 1
0 0 0 1
1 1 1 1

13.1.2. MINIMO
Otra operacién de resolucidén inmediata es la
denominada minimo. En la que se hace corresponder a todo
par de numeros naturales el menor de los dos, y si son
iguales, el mismo numero. Su simbolo es "A”
Ejemplo:

El minimo entre los siguientes pares: (2,3).(5,5),(8,1),

es:

2AN3 =2
5A5 =25
BA1L=1

B EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1. Construya una tabla o matriz para la operacién minimo,
definida en el conjunto A = {1,3,5,7}

A 1 3 5 7
1 1 1 1 1
3 1 3 3 3
5 1 3 5 5
7 1 3 5 7
2. Haga una tabla o matriz para la operaciéon minimo,

definida en el intervalo (-5,01]

3. Construya la tabla o matriz para la operacidén minimo
definida en el conjunto A = {x/x € N pares, 10 2 x =z 2}

A = {2,4’6985 10}
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A 2 4 6 8 10
2 2 2 2 2 2
4 2 4 4 4 4
6 2 4 6 6 6
8 2 4 6 8 8
10 2 4 6 8 10
4. Elabore la tabla o matriz para la operacién minimo
definida en el conjunto de los maltiplos de 3 menores
que 21.
A 3 6 9 12 15 i8
3 3 3 3 3 3 3
6 3 6 6 6 B 6
9 3 6 9 9 9 9
12 3 6 9 12 12 12
15 3 6 9 12 15 15
18 3 6 9 12 15 18
5. Genere la tabla o matriz para la operacidn minimo,

definida en el conjunto P = {-1,0,1}

A -1 0 1
-1 -1 -1 -1
0 -1 0 0
1 -1 0 1

13.2. MINIMO COMUN MULTIPLO Y MAXIMO COMUN DIVISOR

En el conjunto de los numeros naturales también se

puede realizar operaciocnes de mucha importancia en el
desarrollo de los contenidos de la matematica, siendo
estos: Minimo Comin Maltiplo y Maximo Comun Divisor.

13.2.1.

MINIMO COMUN MULTIPLO

Para determinar el minimo comin miltiplo de los

nameros naturales se procede de la siguiente manera:

1.-

Asi por ejemplo, el minimo comian maltiplo entre 12
vy 18 es:

12 = 3 x 22 x 1
18 = 3 x 2 x1

Tomando los factores primos comines y no comines
con su mayor exponente, a saber:

32 .22 . 12



2.

3.

4.
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3.- Multiplicamcs estos factores ¥y obtenemos el minimo
coman miltiplo de 12 y 18.

g .4.1=36

Recordemos que el minimo comin miltiplo es el menor
miltiplo comin de los nUmeros dados y se lo representa
por el simbolo ¥

P EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

Construya una tabla para la operacién minimo coman
maltiplo definida en el conjunto.

A = {B8,4,2)
v 8 4 2
8 8 8 8
4 8 4 4
2 8 4 2

Elabore una tabla para la operacién minimo comiun
maltiplo definida en el conjunto.

B = {1,2,3,4,5}

vy 1+ 2z 3 4 5
11 2 3 4 5
2l 2 2 6 4 10
sl a3 6 3 12 15
4| 4 4 12 4 20
5| 5 10 15 20 25

Haga una tabla para la operacién minimo comin multiplo
definida en el conjunto.

A = {10,15,35}

v 10 15 35

10 10 30 70
15 30 15 105
35 70 105 35

Construya una tabla para la operacién minimo comin
maltiplo definida en el conjunto.

P = {7,8,9,11}
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7 8 9 11

M=

13.2.2.

-7 56 63 77
b6 8 T2 88
63 72 9 99
77 88 99 11

MAXIMO COMUN DIVISOR

Para hallar el méximo comin divisor de dos numeros

naturales se procede de la sigulente manera:

1.-

Asi por ejemplo. el méximo comun divisor entre 20
y 10 es:

Fx 22 x 1
Hh x 2 x'1

20
10

Tomamos los factores primos comines a ambos con su
menor exponente:

Bbx 2x1

Multiplicamos estos factores y obtenemos el maximo
coman divisor de 20 y 10.

5x2x1=10

El mdximo comin divisor es el mayor de los
divisores que estd contenido en los ntmeros dados
y se lo representa por el simbolo: A

| EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1. Construya una tabla para la operacién mAximo comun
divisor definida en el conjunto A = {8,4,2}

A 8 4 2
8 8 4 2
4 4 4 2
2 2 2 2
2. Elabore una tabla para la operacitn m&ximo comun divisor

definida en el conjunto B = {1,2,3,4,5}

A 1 z 3 4 5
1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 1
3 1 1 3 1 1
4 1 2 1. 4 1
5 1 1 1 1 1




-350-

3. Elabore una tabla para la operacién maximo comin divisor
definida en el conjunto A = { 10,15,35}

A 10 15 35

10 10 5 5
15 5 15 5
35 5 5 35
4. Construya una tabla para la operacidén maximo comin

divisor definida en el conjunto P = {7,8,9,11}

A 7 8 9 11

7 7 1 1 1

8 1 8 1 1

9 1 1 9 1

11 1 1 1 11
13.3. POTENCIA

La potencia se define asi:

ﬂx pot n = x" I

XD T X.XueXewooeon- n veces: n > 1

Ejemplo: 5 pot 3 = 53 = 125

En esta operacién el orden de los operandosa
es importante.

Ejemplo: 4 pot 3 = 43 = 64 no es lo mismo que 3
potencia 4 = 34=81
B EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1. Construya una tabla para la operacidén potencia definida
en el conjunto A = {1,2,3}

Pot 1 2 3
1 1 1 1
2 2 4 8
3 3 9 a7
2. Elabore una tabla para la operacién potencia, definida

en el conjunto B = {0,1,3}
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Pot 0 1 3
0 0 0 0
1 1 1 1
3 1 3 27
3. Elabore una matriz para la operacidén potencia, definida

en el conjunte P = {0,1,2,3,4}

Pot 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 -1 1
2 1 2 4 8 18
3 1 3 9 27 81
4 1 4 16 64 25

en el conjunto A = {a,b,c,d}
Pot a b c d
a m o P e |
b u m x v
c z v m C
d 5 w n m

Construya una tabla para la operacidén potencia, definida
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ACTIVIDAD DE REFUERZO No. 13

51 _degea verifiaue sus loarose
desarrollando los ejerciclios aue a

continuacién le propopnemos:

1. Elabore una tabla para cada una de las siguientes
operaciones: minimo, méximo, minimo comin maltiplo ¥
maximo comin divisor con los elementos de cada uno de
los siguientes conjuntos.

A = {3,4,5,6,7}
B = {0,2,4.6)
C =+4{1,4,7.9}
2. Construya una matriz para 14 operacién potencia, con los

elementos de los siguientes conjuntos.

A {0,2,4%

B

{0,1,3,5}
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14.1. Unién
UNIDAD 14: OPERACIONES 14.2. Interseccidn
CON 14.3. Diferencia Normal
CONJUNTOS 14.4. Diferencia
Simétrica
c Z={aejio,u)
Alo CND={ae}
Bla C-D={)
ate
D j|a|e

eli]o

2]

e]i]ofu]
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Construir tablas para la unidn,

OBJETIVO 14 interseccidén, diferencia ncrmal y

diferencia simétrica de conjuntos.

14.

OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

Recordemos qgue un conjunto es cualgquier colecciédn
de objetos, los mismos que se denominan elementos. Un
conjunto se define fijando una regla, la cual nos
permite identificar a los elementos del conjunto dado o
bien enumerandolos.

El simbolo que se utiliza para un conjunto es { }
(llaves) en su interior se escriben los elementos del
conjunto o la regla que los identifica.

A continuacién proponemos el conjunto definido por
la regla "letras del abecedario castellano gque no
necesitan de la ayuda de otras para ser pronunciadas”,
es decir:

{letras del abecedario castellano que no necesitan de la
ayuda de otras para ser pronunciadas}

Este conjunto puede ser representadc mediante la
enumeracién de sus elementos, asi:

{a,e,i,0,u}

Si del conjunto dado eliminamoes uno, algunos, todos
o ninguno de sus elementos, obtendremos otros conjuntos
que se denominan subconjuntos del conjunto propuesto.

Si eliminamos todos sus elementos obtendremos un
conjunto que no tiene elementos y se lo denomina vacio,
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gque lo simbolizamos por el signo: ¢, { 1}

Asi anotamos algunos de los subconjuntos del
conjunto propuesto:

$. {ar. {e}, {1}, {o}, {u}
{a,e}. {a,i}, {a,0}, {e,i}
{a,e,i}, {a,e,0}, {a,e,u}
{a,e,i,0}, {a,e,i,o,u}

Para facilitar la nominacién de cada uno de los
subconjuntos les asignamos una letra mayuscula.

Ejemplo:
¢
= {a}

{a,e}
= {a,e,i}

= {a,e,i,0}

L2 T = T w B T v o B
i1

= {a,e,i,o,u}

Las operaciones ha realizar entre conjuntos son:
Unién., Interseccidén, diferencia normal y diferencia
simétrica.

14.1. : UNION
La unién de dos conjuntos A y B es otro conjunto
formado por todos los elementos de A y B. La
representamos por el simbolo "U" (AUB)

Simb6licamente la representamos asi:
AUB = {x/x€A V x€B} Asi por ejemplo:

Si A = {a,b}

B

{a,b,c} entonces

AUB {a,b,c}

@ EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1. Sea Z = {A,B,C} v A = { 1}, B = {1,2}, C = {1,2,3}.
Construya una tabla para la operacién unidn.
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Qur | C
Que | »
[ @RvsRoo RN ee
aQaQQ | Q

Si Z = {1.2} y los subconduntos: ¢, {1}, {2}, {1,2}.
Forme la tabla para la operacién unidn.

U o {1} {2} {1,2}

¢ ¢ {1} 2y (1,23
{1y (1} {1} {1,2} {1,2}
23 (2} (1,2} {2} {1}
{1,23{1,2> (1,2} {1,2} 1,2}

Sea I = {0,1,2,3} v los subconjuntos A = ¢, B = {0,1}
Cc = {0,2} . D= {0,2,3}, E = {0,1,2}. Forme:

(IUC), (DUE) y (BUC) luego elabore la tabla unidén con
todos los subconjuntos y resultados finales.

IUC = {0,1,2,3} U {0,2} = {0,1,2,3} = 1
DUE = {0,2,3} U {0,1,2y = (0,1,2,3} = 1
BUC = {0,1} U {0,2} = {0,1,2} = E

U A B C D E I

A A B C b E I

B B B E I E I

c C E C D E I

D D I D D I I

E E E E I E I

I I I I I I I

St Z = {§, {c}. {d}, {c,d}}. Construya la tabla para la
operacidén unidn.

U b {c} {d} A{c.d?

¢ ¢ {c} {d} {ec,d}
{c} {c} {c} {c.,d} {c,d}
{d} {d} {c,d} {d} {e,d}
{C,d} {C’d} {C’d} {C;d} {C’d}

Sea Z = {a,e,i,0,u}l vy los subconjuntos:

A=¢ B={a,e,o}, C={1i,u}, D= {a.,e}, E= {a,e,i,u},
F {a}, G = {e}, H= {a,i,u}, I = {e,i,u}. Elabore la
tabla (U) correspondiente. ' _

[TEE
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U A B Cc D E F G H I
A A B Cc D E F G H I
B B B Z B Z B B Z Z
C C Z C E E H I H I
D D B E D E D D Z E
E E Z E E E E E E E
F F B H D E F D H E
G G B I D E D G E I
H H Z H E E H E H E
I I Z I E E E I E I
14.2. INTERSECCION

La interseccién de dos conjuntos A y B es otro
conjunto formadc pror todos los elementos comunes de A y
B. La representamos por el simbolo "N", (ANB).

Cuando dos subconjuntos no tienen elementos en
comin es igual al conjunto vacio, { }.

Simb6licamente la representamos asi:
ANBG={x/x € ANx € B}
Ejemplo:
Si A = {1,4,5.6} B = {0,1,4,7}
AnNnB= {1,45

@ EJERCICICS ILUSTRATIVOS

1. Sea Z = {A,B,C} 4 A = {1} B = {192} Yy C = {1’293}
construya una tabla para la operacidén interseccidn.

n A B C
A A A A
B A B B
C A B C

2. Si Z = {1.2} v los subconjuntos: ¢, {1}, {2}, {(1,2}.
Forme la tabla para la operacidn interseccidn.

n ¢ (1} {2} (1,2}

¢ o ¢ ¢ b
{1y ¢ {1} o {1}
;

{2} ¢ {2} {2}
(1,23 {1} {2} {1.,2}
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Sea I = {0,1,2,3} v los subconjuntos A = ¢, B = {0.1}
C={0,2} , D= {0,2,3}, E= {0,1,2} y J = {0O}. Realice:

(INC), (DNE) y (BNC) luego forme la tabla de todas las
intersecciones posibles.

InC = {0,1,2,3} N {0,2} = {0,2} = C

DnE = {0,2,3} n {0,1,2y = {0,2 = C

BNnC = {0,1} n {0,2} = {0} = d
n A B C D E I J
A A A A A A A A
B A B J - Jd B B J
C A J C C C C J
D A J C D C D J
E A B C C E E J
I A B C D E I J
J A J J J J Jd d

S1 Z = {$¢, {c}, {d}. {c.d}}. Construya la tabla para la
operacién interseccidn.

n ¢ {c} {d} {c,d}
$ ¢ ¢ ¢ ¢
{c} ¢ {cy $ {c}
{d} b P {d} {d}
{c,d} ¢ {c} {d} {c.d}
Sea Z = {a,e,i,d,u} v los subconjuntos:

A=¢ B= {a,e.0}. C={1,u}, D= {a,e}, E = {a,e,1i,u},
F = {a}, G = {e}, H= {a,i,u}, I = {e,i,u}. Construya la
tabla correspondiente para la operacién intersecciodn.

[}

n A B C D E F G H

HIIQEEYQE»
e e
R Bl Rwillwli e
QAQrraQrrr>
Giﬂﬂm'ﬁtjdébtjb
HIQEMEOQOWP
b B les Be s R ey e
OrarLorar
QmnrErmImEQ e
HOQQEPATMQQr
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14.3. DIFERENCIA NORMAL

La diferencia entre dos conjuntos es otro conjunto
que estd formado por los elementos que pertenecen al
primer conjunto (A) y no pertenecen al segundo conjunto
(B) al mismo tiempo.

Representamos la diferencia entre dos conjuntos A
y B, por "-", (A-B).

Simbédlicamente la representamos asi:

A-B= {x/x € AAx B}

Bl EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.

Dado el conjunto 2 = {1,2,3,4.,5,6,7,8,9} vy los
subconjuntos A={1,2,3,4} vy B = {2,4,6,8}. Determine (A-
B), (Z-A) v (Z-B). Luego forme su tabla correspondiente.

A-B = {1,2,3,4} - {2,4,6,8} = {1,3}
Z"'A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} - {192,3s4} = {5;65798$9}
Z-B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} - {2.4.6,8} = {1,3,5,7,9}
- A B Z
B (6,81 ¢ ¢
Z 1{5,6,7,8.9 {1,3,5,7,9} b

Si Z2 = {1,2} y los subconjuntos: {{1}, {2}, {1,2}}.
Forme la tabla para la operacién diferencia.

- {1} {2y {1.,2}

{1} )] {1} ¢
{2} (2} b ¢
{1,2} L ¢ ¢

Sean los subconjuntos E = {2, =n, 1/2}, F = {1/5, 3, =,
2} v G={1,2,3} del conjunto 2 = {1/5, 1/2. 1, 2, m}.
Construya la tabla para la operacién diferencia.

- E F g

E ¢ {1/2} S {n,1/2}
F{ {1/5,3} o {1/56,m}
G {1,2} {1/5,u} ¢

Sea Z = {1,2.3.,4} y los subconjuntos A = {1,2}, B =
{2,3} y C={3,4}. Forme la tabla para la operacion



5.

14.4.

-360-

diferencia.
- A B C
A b {11} {1,2}
B | {3} ¢ {2}
C (3,4} {43} (i

Dado P = {a,b.c} vy los subconjuntos A = {a,c}, B = {a,d}
C={a,b,c}, D = {a,b,d}. Construya la tabla para la
operacidén diferencia.

- A B C D
A $ {c} ] {c}
B {dy ¢ {d} ]
C {b} {b.c} ¢ {c}
D | {b,d} (b} {d} ¢

DIFERENCIA SIMETRICA

Dados dos conjuntos A y B, se llama diferencia
simétrica entre A y B al conjunto formado por los
elementos que pertenecen a A o a B pero no a ambos a la
vez, en otras palabras la diferencia simétrica entre dos
conjuntos Ay B es el conjunto formado por los elementos
que pertenecen a la unién y no a la interseccidén y se
denota por "a" (AAB).

Simb6licamente se representa asi:

AaB = (x/x € (AUB) A x (ANB)}

B EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.

Dado Q@ = {a,e.i,o,u} ¥y los subconjuntos A = {a,e,ol,
B = {i.u}, C={a,i,o}., D = {e,o,u}. Construya la tabla
para la operacién diferencia simétrica.

A A B C D
A ¢ Q {e,i} {a.u}
B Q@ ¢ {a,0,u} {e,1,0}
C {e,1} {a,o,u} {a,e,i,u}
D {a,u} {e,i,0} {a,e,i,ul ¢
Dado el conjunto 2 = {1,2,3.,4.5,6,7,8,9Y vy los

subconduntos A={1,2,3,4} y B= {2.4,6,8}. Determine Aap,
7ZaA y ZaB. Luego forme su tabla correspondiente.

AaB = {1,2,3,4} a {2,4,6,8) = {1,3,6,8}
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ZaA = {1,2,3,4,5,6,7.8,9} 4 {1,2.3.4} {56.6,7.8,91}

il

ZaB {1,3,5,7,9%}

{1,278?4’5!6’7’8.‘9} A {2’476’8}

A I A B VA

[ ¢ {1.3.6,8} {56,6,7.8.8}
{C} {1~3-6~B} ¢ {1:3955759}
{d}|{5,6,7,8,9} {1,3,5,7,9% $

Sea 7 = {1.2.3,4,5,6,7.8} vy los subconjuntos P={1.2,3,4}
y @={2,3,4.5}, R = {1,3,5,7}, § = {2.4,5,7,8}. Elabore
la tabla para la operacién diferencia simétrica.

p Q R S
P {1,5} {2,4,5,7) {1,.3,5.7,8%
Q (1.5} ¢ (1,2,4,7} {3,7,8}
R {2,4,5,7} {1,2,4.7} ¢ {1.2,3,4.,8%}
s |¢1,3,5,7.8% {1,3,5,7.9} {1,2,3.4,8} é

Si Z = {1,2} v los subconjuntos: ¢, {1}, {2}, {1.2}.
Forme la tabla para la operacidon diferencia simétrica.

4 [ {1} {2} {1,22
¢ ¢ {1} {2} {1,2}
{1} {1} ¢ {1,23} {2}
{2} {2y {1,2} ¢ {1}
(1,23 (1,2} {2} {1} i

Dado Z = {a,b,c} ¥y los subconjuntos A = {al, B = (b},
C = {c}, D={a,b}, E = {a,c}, F = {b,c}. Construya la
tabla para la operacién diferencia simétrica.

E F

>

mmoQwWe
NQWEIe
aNnPEpeed |
mWrerNeSmm | Q
mmeNrm| o
(wl - JoR o el
SUummaN
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ACTIVIDAD DE REFUERZO No. 14

ok § degea verifiaue gug logros
degarrollando los ejercicios que 8
continuacidn le proponemes:

Con los conjuntos y subconjuntos regpectivos, forme la
tabla para las operaciones siguientes:

a. Unién

b. Interseccidn

c. Diferencia normal y
d. Diferencia Simétrica
A saber:
1.1. Z = {2,4,6,8,10}, subconjuntos:
A = {2,4},B = {2,6}, C={2,8}, D = {2,10}
1.2. 2 = {1,3,5,7,9}, subconjuntos:
A= {1,3,5},B = {1,3,7}, C={1,3,93}, D = {3,5,7}
1.3. Z = {u,x.vV}. subconduntos:
A = {u},B ={x}.C ={y},D={u,x}.E ={u.y}, F ={x.v}



-363~-

15.1. Conmutativa
UNIDAD 15: OPERACIONES 15.2. Asociativa
BINARIAS 15.3. Elemento Neutro
PROPIEDADES 16.4. Elemento
Simétrico
*lalblc|dle ]
albjc al|f|a
blc|dle|b|a]bd
d=e
clg e |f {e|blecr”
T e = elemento

e|lflalblejd]|e
flal|lbtic|¢glelf
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OBJETIVO 15 Comprobar el cumplimiento o no de las E

propiededes en las operaciones binarias.

ib.

165.1.

PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES BINARIAS

Anteriormente usted va estudié las propiedades de
las operaciones en los diferentes conjuntos de numeros
tales como: conmutativa, asociativa, clausurativa,
elemento neutro v distributiva. En este capitulo
demostraremos algunas de estas propiedades aplicadas a
las operacione binarias, indicdndole que algunas de
ellas las observaremos en forma directa en la matriz.

PROPIEDAD CONMUTATIVA

,Cémo seria la matriz de una operacidn binaria que
posee la propiedad conmutativa?

Al observar la siguiente tabla:

0 1 210

7 4 diagonal
1 1 ‘ 1 /mincipal
2 p 3
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Y al +trazar la diagonal principal (diagonal
principal es la linea imaginaria que va del extremo
superior izquierdo hasta el extremo inferior derecho).
Vemos que a un lado y a otro de la diagonal existen
elementos que guardan simetria; es decir, si doblamos el
papel a lo largo de la diagonal las casillas que se
superponen deben tener elementos iguales.

La forma méAs rdpida de construir una tabla que
posea la propiedad conmutativa es escribiendo cualquier
elemento bajo la diagonal y luego llenar la parte que se
encuentra sobre la diagonal por Simetria. En la diagonal
principal se escriben los elementos a su conveniencia.

Hay operaciones binarias que al momento de
construir la tabla ya podemos verificar el cumplimiento
de la propiedad conmutativa por simple observacidén (por
la ubicacién de los elementos), no siendo necesario
realizar la préctica de doblez del papel o de buscar su
correlaciodn.

51 usted recuerda las tablas gque elabord para las
diferentes operaciones binarias se dard cuenta que ya ha
venido manejado operaciones que cumplen la propiedad
conmutativa como son: la adicidn, multiplicacién,
méximo, minimo, maximo comin divisor, minimo comin
miltiplo, unién, interseccién y diferencia simétrica.

Asi por ejemplo si consideramos el conjunto
A = {a,b,c} v la cperacidén binaria # (cruceta), definida
en la siguiente tabla:

# a b c
a a b c
b b b a
c c a c
Observamos lo siguiente:
a#b=b v b#a=D>b
c#a=c vy a#c=c

b # c a v c #b=a

Por lo tanto indicar que para todo a # b elemento
de A se cumple que a.b = b.a, entonces decimos que la
- operacién # es conmutativa.

De este ejemplo podemos concluir:
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QUE ~——a_——L

Una operacién cualgquiera definida sobre
un conjunto A es conmutativa si, para
todo a.b € A se cumple que a.b = b.a; es
decir:

VY a,.b € A: a.b = b.a

[} EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.

Sea Z = {a.b,c} y los subconjuntos A = {a,b}, B = {a,c},
C = {b,c} D = {a}, E = {b}, F = {c} v la operacidn
binaria interseccién representada en la siguiente tabla.
Verifique si posee la propiedad conmutativa.

nl A B C
A \ﬁ D E
B F
C E F

Desarrollo:

Se observa lo siguiente:

1]
tr}

AnCcC=E v CnaA
D

ANB D 14 BnA

t

BnC=F vy CNnB=F

Por lo tanto podemos afirmar que la operacién
interseccién cumple con la propiedad conmutativa.

La tabla que a continuacién presentamos corresponde a
una operacion binaria definida en el conjunto
A = {0,1,2.3,4}. Demuestre el cumplimiento de la
propiedad conmutativa.
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clol1]2i3]4
0 1 (2314
£ |1 0
2 |2 1
3 |3 /y/ >x< 2
a | 4] o7] 7] 27

Desarrollo:

Parsa que una operacién sea conmutativa debe cumplir
lo siguiente: ¥V a,b € A, a.b = b.a

2.1 = 1.2 3.4 = 4.3 4.2. = 2.4
3=23 2 =2 1 =1

Como usted puede ver el proceso de realizar todas las
comprobaciones es extenso, para abreviar esto la forma
mas sencilla es trazar la diagonal y 8i observamos que
los elementos estdn ubicados simetricamente, la
operacién posee la procpiedad conmutativa.

cloj1]|2]3]4
o IRERERE
' 1.', /3/ #"’ o
2 2,/?/,4',V'/1
s |37 7] v x| 2
a | aTod 17 27

Por lo tanto esta operacién es conmutativa.

propuestos los subconjuntos A= {3}, B= {b), C= {7},
D= {3,5} E= {5,7}, F = {3,7} del conjunto Z=4{3,5,71.
Pruebe que las operaciones binarias unién y diferencia
cimétrica representadas en las tablas adjuntas, cumplen
la propiedad conmutativa.
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U A B C - A B C

A A D F A ¢ D F

B D B E B D ¢ E

C F E C C F E $
AUB=DyvyBUA-=D AaB=DvBaA=0D
AUC=FyCUA-Z=F AAC=FyCaA=F
BUC=EyCUBG=E BaC=—EyCaB=E
.~ La U es conmatativa -~ La Ao es conmutativa.
Sol.

La tabla que se representa correspponde a la operaciodn
maximo definida en el conjunto A = {0.2.4,6}. Verifique
su conmutatividad.

\Y 0 2 4 6

0 0 2 4 6

2 2 2 4 6

4 4 4 4 6

6 6 6 6 6
L

Desarrollo:

Para que una operacit

5n mea conmutativa debe cumplir
lo siguiente: V a,b € A, a.b =

b.a
2V4a=4y 4V 2c=4
ovV2=2y2V0=2
4V6=6y8B8V4=26
2V68=6yBV2=256
. la operacién méximo es conmutativa. Sol.

La tabla que a continuacidn proponemos corresponde a una
operaci6n binaria. Examine si es o no conmutativa.
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z . z al y P
do [¥E| 7] p¢| 37| 3 ] 1o
fe ;oll/" #6 ’!p/ /d(/l( mi
A 4 ] , vl B4
ni’) 56| 991 W] o] i jmi fo v
| s 19 o] (| A0 LS} 1a
yd yd /S %./f"/’/'
saf| gl go] pr] € | XK Ao |sol
ia] g o7 | | A ,do
A 1g7 mi| re’| fa | col | dd

Desarrollo:

Como yva se indicd anteriormente se puede comprobar

gue una tabla propuesta correspondiente a una operacidn
posee la propiedad conmutativa al trazar la diagonal
principal los elementos son simétricos.

81 analizamos los elementos que se encuentran bajo

y sobre la diagonal vemos Qque en unos casos son
simétricos vy en otros no; por lo tanto la operacidn
binaria representada en la tabla no posee la propiedad
conmutativa. contraejemplo: la.sol = la v sol.la = fa
pror lo tanto la # fa. Sol.

15.2.

PROPIEDAD ASOCIATIVA

Tenga presenta que al sumar tres nameros Ccomo:

2,4.6 el proceso que &€ utiliza es:

1.-

Sumamos dos de ellos, estos se eligen como se€
desee puede ser el primero con el segundo; el
segundo con &l tercero; el primero con el tercero,
etc. y este resultado con el que queda; es decir,
que es indiferente los numercs gque sS€& suman
primero, ésto es que pueden agruparse {asocilarse)
los nUmeroe en una u otra forma y el resultado es

el mismo, por ejemplo:

(2 + 4) + 6 =2 +(4 + 6) = (2 +6) +4.....
6 + 6 2 + 10 , 8 + 4
12 = 12 = 12, L.Q.Q.D.

Analicemog lo que ocurre con la operacidn
representada en ‘la matriz siguiente:



0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 4
(0 . 1) . 2= (1 2y . 0= (2 o) . 1 (2.1).2
0. 2 2.0 0 . 1 2.2
0 0 0 4
(2 1 0 = (1 o) 2 = (0 2y . 1
2 0 0 2 0. 1
0 0 0

Al observar las diferentes

alternativas de

2.(1.2)

2.(2)

4

la

operacién propuesta vemos que el resultado no varia
cumpliéndose de esta forma la propiedad asociativa.

De lo cual podemos concluir:

-

QUE

Una operacitdn cualguiera definida sobre
un conjunto A es asociativa si para toda

a, b, ¢ elemento de A se cumple:
(a.b).c = a.(b.c) = ... es declr Y m,b.c
e A : (a.b).c = a.(b.c)

@ EJERCICICS ILUSTRATIVOS

1.
binaria definida en el conjunto 72 =
Verifique la propiedad asociativa.

. 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

La tabla que se presenta corresponde a una operacion
{0,1,2,3,4}.
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Desarrollo:
Una operacién es asociativa si cumple:

Y a.b.,c € A => (a.b).c = a.(b.c)

a) (2.3).1 = 2.(3.1)
(0).1 = Z.(4)
1 =1

b) (3.4).0 = 4.(3.0)

(2).0 = 4.(3)

c) (0.4).2 = 0.(4.2)

(4).2 = 0.(1)

d) (1.0).2 = 1.(0.2)

(1.2 = 1.(2)

e) (4.3).2 = 4.(3.2)
(2).2 = 4.(0)
4 = 4
) (1.2).3 = 1.(2.3)

(3).3 1.(0)

1 =1 . La operacién . es asocliativa. Sol.

En el ejemplo propuesto hemos realizado la
verificacién de la asociatividad de algunas formas. Vale
aclarar que en una operacién dada mediante una tabla no
podemos afirmar si posee o no la propiedad asociativa,
por lo tanto es importante realizar todas las
combinaciones posibles y poder afirmar que dicha
operacién cumple con la propiedad asociativa.

En el ejemplo propuesto la operacidn binaria (.) es
asociativa.

Dada la operacién binaria ¥ representada en la siguiente
tabla. Verifique si cumple con la propiedad asociativa.
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1 2 3 4
1 1 2 3 4
2 2 3 4 1
3 3 4 1 P
4 4 1 2 3
{

Desarrollo:

Analicemos algunas posibilidades:

a) (1%x3)%4 = 1%(1%4)
(3)y%4 = 1x(2)
2 = 2

b) (1%2)%3 = 1*(2%3)
(2)%3 = 1%(4)
4 = 4

c) (2%3)%4 = 2%(3%4)
(4)x4 = 2%(2)

3=23

d) (1%4).3 = 1k(4%3)
(4)k3 = 1¥%(2)

2 =2

e) (4%3)%2 = 4%(3%2)
(2)%2 = 4%(4)

3 3

1l

. la operacién posee la propiedad apociativa. Sol.

Considere la tablia que se presenta a continuacidn en la
que se define la operacién (V) y compruebe si posee la
propiedad asociativa.



Desarrollo:
a) (1 V 5)

(5)

b) (3 V 5)
(5)

c) (5 V1

(7)

d) (5 V3D

(5)

-~ la operacién V ee asociativa.

v

\Y

N N N oL W

N4 =~ N v v @

V|1 3 5 7 9
1|1 3 5 7 9
3| 3 3 5 7 9
51| 6 5 5 7 9
7| 7 7 7 7 9
9| 9 9 9 9 9
1V (5 V 3)

1V (5

5

3V BV

3V (7)

.

5V (7 V 9)

5 {(9)

9

5 (3 V17

5V (7)

7
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La siguiente tabla corresponde a la unidn de conjuntos.
Verifigue sl es asociliativa.

Desarrollo:

mHoQuw® | G

moQuwe | »

moQxn | W

mrmgQ) Q

auWrEHg | O

uQmesm | &

a) (AUB)UC=AUBUO



BUC=AUPD
D=2D
b) (BUC)UD=8BU(C
DUD=BUA
B=2B |
c) (CUD) UE=CU (D
AUE=CUC
E =E
d) (AU C)UE =AU (C
CUE=AURB
B =B
e) (BUD)UE-=BU (D
EUE=BUC
D=2D
. La operacién U posee la

Verifique si la operacién

U D)

U E)

U E

U E)

propledad asociativa.

s es asociativa.

] a b c d
a a b c d
b b c a b
C c b a c
d d c b a
Desarrollo:
a) (a'wmb) mc=a=s(bas c)
bec=am8sa
a = a
b) (bwc)md=buw (cwd)

awswd=Dbsc

d # a
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Sol
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c) (c wd) ma=c=» (d = a)

c e d

9]
[
i
i

4) (d w a) mc=dw (amwc)

dec=dwsc

b=o5b
e) contraejemplo: (c = d) = b = c = (d = b)
c s b=cmsc
b # a

- La operacibébn (=) no es ssociativa.

Nota:

Algunos autores solamente enuncian la propiedad
asociativa. sin detenerse a demostrarla., porque el
proceso de verificaci6n es muy extenso ¥ dan por sentada
la existencia de esta propiedad. esto cuando les
interese el cumplimiento o no de otras propiedades y por
ende la existencia de ciertas estructursa como: grupo.
anillo y cuerpo...Lo cual usted lo estudiara en
Estructuras Algebraicas.

156.3. ELEMENTO NEUTRC

Recordemos gue en la multiplicacién y en la adicidon
de numeros hay un elementoc que tiene una propiedad
especial:

51 & un numeroc cualquiera lo multiplicamos por 1 el
resultado es el mismo numero, siendo la unidad el
elemento especial en esta operacidn.

5x 1 =56
9x1=28
2 x1 =2

Generalizando: m x 1 = m

Si a wun numero cualqguiera le sumamos el cero el
resultado es el mismo nimero, siendo cero el elemento
especial en esta operacion.

5+ 0 =5
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16 + 0O 16

2+ 0 2

Generalizando: m + 0 = m

Una operacién binaria definida en un conjunto A
posee un elemento especial dque se denomina neutro.
identidad, idéntico o unidad y se le representa por (e),

tal que:
m.e = m elementoc neutro por 1a
derecha .
e.m = m elemento neutro por la
izquierda
POR LO TANTO ————w——#L
Una operacién binaria “." definida

en el conjunto A tiene elemento
neutro si existe un elemento e € A.
tal que:

m.e =m=¢e.m ; m € A (e es unico)

® EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1. L.a tabla adjunta corresponde a una operacion binaria
definida en el conjunto A = {3,5,7,9}. Pruebe que existe
elemento neutro.

Y ] 5 7 —-—> Blemesto Nevtro

DESARROLLO:

Para encontrar el elemento neutrc en una tabla de
doble entrada se procede de la siguiente manera:
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Se busca vna fila y una columna que estén formadas
por los mismos elementos y en el mismo orden que la
primera columna de la izquierda y la fila que encabeza
la tabla. En la interseccién de la fila con la columna
se encuentra el elemento neutro. En la tabla que
corresponde a una operacidén binaria, el elemento neutro
es 9. Observamos que:

3.9=23 9. 3=23
5 .89 =05 g . b=2>5
7 .9 =17 9. 7=17
9. 9=29 g9 .9=28

El elemento que se comporta como e es (8) vy éste es
el elemento neutro de la operacidn (.)

Con el conjunto Z = {0,2.4,6}. Construya la tabla para

_ la operacidén minimo comin miltipleo y verifique la

existencia del elemento neutro. ‘

DESARROLLO:
Alt 2 4 6
1 @ 2 4 6
e:lk/
212 2 4 6
4 14 4 4 12
| 6 |6 6 12 6

El elemento neutro existe y es el (1), observe que
este elemento estd en la interseccién de la fila y de la
columna que tiene los mismos elementos y en el mismo
orden de la fila vy la columna dados en la tabla.

Por lo tanto el minimo comin miltiplo tiene como
elemento neutro el numero 1.

Dado el conjunto P = {2,4,6,8,10} elaborar la tabla para
la operacién minimo y comprobar s8i posee elemento
neutro.
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El elemento neutro que corresponde a la operaciédn
binaria minimo representada en la tabla es el nimero B.
Lo gue demostramosgs a continuacion.

m.e=m=2¢€ . m
2V8=2 BV 2 =2
4V 8 =4 BV 4=4
6 V8B =2©6 BVE6 =6
8vaEB=28 BVvVva8=28

Determine el elemento neutro de la operacidn binarisa
méximo definida en el conjunto s = {7,8,9,10}

DESARROLLO:

Al 7 & g9 10
71D 8 9 10
gl g 8 9 10
ol 9 9 9 10
ol10 10 10 10

El elementoc neutro gque corresponde a la operacion
maximo representada en la tabla es el numero 7. Lo cual
1o verificamos a continuacidén.
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TNT =7 T NT =T
BAT7T=28 7AN8=28
9AT7T=09 7AN8 = 9
10 A7 =10 7 AN 10 = 10

La tabla adjunta pertenece a una operacidn binaria
(unién) definida en el conjunto 2 = {1.2} y los
subconjuntoe: ¢, {1}, {2} v {1,2}. Probar que exiete el
elemento neutro.

U ¢ (1) {2} (12)

¢ ® m @ ny
1) m 1 {12} (12}

{2) @ (12) (2} {12)

12| an 2 (12 @2)

Verificamos:
m.e = m = e.m
dUd=¢ U $=¢
{1y U ¢ = {1} ¢ U {1} = {1}
{2} U ¢ = {2} ® U (2} = {22
(1,2 U é = {1,2} ¢ U {1,2) = {1.2}

El elemento neutro existe y es ¢. note que este
elemento estd en la interseccién de la fila y columna.

La siguiente tabla corresponde a una operacién binaria
(interseccidn) definida en el conjunto Z = {A,B.C}t y
A = {1} B={1,2} C = {1,2,3}. Comprobar que existe el
elemento neutro.

DESARROLLO:
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0 A B C
Al A A A
B A .B B
c| s B (©

El elemento C € Z es el neutro que cumple lo
siguiente:

m.e=-m=-¢®€ . m
ANC=A CNA=A
BncC=2B8 cnB=238
cnc=2¢C cnc=~C

Las siguientes tablas corresponden a las operaciones
binarias: %, =, Compruebe si cumple © no con la
propiedad m¥e = m = e¥m.

" DESARROLLO:

% 1t 3 5 7 9

1 3 3 5 1 7

3 5 5 7 3 9

5 5 7 9 3 3

7 7 9 1 7 3

9 9 1 3 9 5

m¥e = m = e¥m
1 % 7 =1 7 % 1 =7, 1+ 7
3%x 7 =23 7 % 3 = 9, 3+ 9
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5% 7 = 5 7 % 5 = 1. 5 # 1
7% 7 =17 7Tk 7T =7, 7T =17
9 x 7 =9 7 % 9 = 3, 9 # 3

|t 3 5 7 9

1t s 72 9 t 3

3 |7 ¢ 1 3 5

511 3 s 1 9

719 &+ 3 5 7

9|9 9 1 3 5

mee = m = esm

1 « 5 =298 5= 1 =1, 9 »2 1
3 eb5 =1 5 s 3= 3, 1+ 3
5«5 =25 5 s 5 =05, 5=5
7 « 5=23 5 7=171, 3=+ 7
9 s b5 =1 5 = 8 = 9, | i+9

Del andlisis que hemos realizado en las tablas
observamos que cumplen la condicién de la siguiente
forma: En la primera se verifica por la derecha —--—-—>
(m¥e = m) no verificdndose por la izquierda;: en la
segunda ocurre lo contrario (se cumple esm=m). Esto nos
permite concluir que hay operaciones binarias que tienen
elemento neutro ya sea a la izquierda o a la derecha,
esto se cumple en las operaciones gue no poseen la
propiedad conmutativa.

Le dejamos las siguientes inauietudes
como un trabajo opciocnal, para que
dedique parte de su tiempo libre a
investigar y verificar si las
operaciones: diferencle, divisiotn,
diferencia simétrica y el mdximo coman
divisor tienen elemento neutre y si son
operaciones binarias con conjuntos
propuestos por usted.
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ELEMENTO SIMEFRICO
Siempre que hablamos de elemento neutro también

mencionaremos el elemento simétrico ya que estas
propiedades estén relacionadas estrechamente:

Asi el inverso aditivo de 5 es -~ B porqgue
5+(~-5) = 0, el inverso maltiplicativo de 5 es 1/5 porque
5.1/5 = 1. Es claro que para obtener el inverso de un

numero cualquiera (x) bajo la adicidn es necesario tener
otro numero (y) tal que x + y = 0; en forma andloga para
encontar el inverso de un namero (X) bajo la
multiplicacién se requiere de un numero (y) tal que x.¥y
= 1.

El elemento simétrico. en algunos casos., sSe€ llama
opuesto, reciproco o inverso. Ademés para poder hablar
de simétrico se reguiere que en el conjunto dado conste
el elemento simétrico para la operacidn.

EN CONSECUENCIA ——m——L

Si A es un conjunto. " . 7 €8 una
operacién en A y existe e en A gque
es el elemento neutro para la

operacién " . ", un elemento a de A
es el inverso del elemento b de A,
se cumple:

a.b=Db.a=@¢®€ E

f EJERCICIOS ILUSTRATIVOS

1.

Observe la tabla que a continuacién le presentamos,
donde se define la operacidén "#" y obtenga:

a) Elemento neutro
b) El simétrico de 1
c) El1 simétrico de 2

d) El1 simétrico de 3



-383-

DESARROLLO:

a) El elemento neutro es 2.

b) Como en la tabla hemos ideﬁtificado el elemento
neutro (2) entonces podemos determinar
directamente el simétrico de cada uno de los
elementos, de la siguiente forma:

En la fila del elemento que deseamos obtener
el simétrico., se busca el elemento neutro,
localizado éste se sigue su columna hasta
interceptar con la fila que encabeza la tabla, en
donde encontramos a su simétrico, asi:

4] 1 2 3

7 L) L3

1 —4—2 1 ?
|

2412 3

[

i4+—3—3%—2

b) El simétrico de 1 es 1 => 1 # 1 = 2

b) El simétrico de 2 es 2 => 2 # 2 = 2

b) El simétrico de 3 es 3 => 3 # 3 = 2

2. La tabla que a continuacidén le presentamos corresponde

a la operacidén binaria "::" Determine el simétrico de

cada elemento (si existe).
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: 1 2 3 4
1 1 2 1 3
2 2 3 2 4
3 1 2 3 4
4 3 4 4 2
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Para determinar el simétrico de cada elemento
primeramente procedemos a determinar el elemento neutro,

(e = 3).
elemento. Asi:

W N W
it

1
2 ::
3 ::
4 :: 1 =
Por lo tanto:
4 es el
2 es el
3 es el

1 es el

> w N
|

simétrico
simétrico
simétrico

simétrico

Luego determinamos

W W W w

de
de
de

de

el simétrico de

1

2
3
4.

cada

Dado el conjunto A = {1,3.5,7,8} ¥y 1la operacidén binaria
$ definida mediante la siguiente tabla:

Determine:
a) Elemento neutro
b) El simétrico de

c) El simétrico de

3
7

[y

O3 Wi &
O W

N W Www (91)

W o]

= Nwog |

OO <8]
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DESARROLLO:
a) El elemento neutro es 1
) Determinemos el simétrico de 3

Obszervando 1la tabla vemos que el nuamero 3 no tiene
elemento simétrico.

c) Determinemos el simétrico de 7.
789 =937=1
+ 9 es el simétrico de 7

4. Dado el conjunto B = {u,x,y,z} y la operacién binaria s
definida mediante la siguiente tabla. Halle:

a) E1 elemento neutro

b) El elemento simétrico de u.,vy,z.

3 u x v z
u u z u u
x Z x v X
Y u Vv Yy Yy
zZ u x v z
DESARROLLO:
a) El elemento neutro es z

b) El simétrico de u: es X
El simétrico de y: no existe

El simétrico de z: es'z

5. La tabla adjunta corresponde a una operacidén binaria
definida en el conjunto C = {0,2,4,6,8}%. Demuestre si es
conmutativa, asociativa, posee elemento neutro ¥y
simétricos.

. 0 2 4 6 8
0 0 4 B 2 8
2 4 2 8 4 2
4 6 8 4 6 4
6 2 4 6 6 6
8 8 2 4 6 8
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DESARROLLO:

Para que sea conmutativa debe cumplir la siguiente

condicion:
Va.beA;a.b=Db.as

t

(o2}
o)
N
N
It

V]
>

0. 4 4 .0 2.6

]
m

6 = 6 4 = 4 8
. 1la operacién es conmutativa. Sol.
Para que sea asociativa debe cumplir la siguiente

condicién:
V a.b,c € Az (a . b) . c=a . (b.¢)

(0.2).4 = 0.(2.4) - (4.6).8 = 4.(6.8)
4.4 = 0.8 6.8 = 4.6
4 + 8 6 =6
(0.4).8 = 0.(4.8) (2.4).6 = 2.(6.4)
6.8 = 0.4 8.6 = 2.6
6 = 6 B » 4

£ no posee la propiedad asoclativa. Sol.
- El elemento neutro: no existe Sol.

- Al no existir elemento neutro, no hay elemento
simétrico. Sol

Sea P = {a,e,i,o,u} y * la operacitn binaria indicada
por la tabla adjunta. Verifique todas las propiedades
posibles.

* a e i o u
a a e a o) i
e e e e a o
i a e i o) u
o) o] a o o e
u i o . u e u

DESARROLLO:
a) Propiedad Conmutativa

o¥xi

a¥xe eXa exi = ixke i*o

e

o
It it
o
o
o}
1l
0
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o¥u = uXo uka = a¥u
e = e i=1i
. La operacidn ¥ es conmutativa. Sol.

b) Propiedad Asgqeciativa

{a¥e)¥l = aXx(e*i) (i%o}*u = i*(o%*u)
eXi = a¥%e o¥u = iXe
e = e e = e
(oXa)¥u = oX(a*u) (eXi)¥o = eX(i*o)
o¥u = oX*i eXo = eXo
e ® 0o a= 8
s~ 1la operaci6n no posee la propiedad asoclativa. Sol.

¢)  Elemento neutro
El elemento neutro es i Sol.
d) leme imétri
El simétrico de a es: u
El simétrico de e : no existe
El simétrico de i es: i
El simétrico de o : no existe
El simétrico de u es: a
Séa I = {0.1.2.3} v los subconjuntos: A = ¢, B = {0,1},

C = {0,2}, D= {0,2,3}, E = {0,1,2}, definida mediante
la siguiente tabla. Compruebe sus propiedades.

U A B C b E I
A A B C D E I
B B B E I E I
C C E C D E I
D D I D D I I
E E E E I E I
I I I I I I I

DESARROLLO:

a) Copmutativa
AUB=BUA CuD=DUC



)

c?

d)

B=28B D=2D
DUE=EUD IUE=EUI
I =1 I =1
la operacién U es conmutativa. Sol.
Asociativa
(AUBYUC=AU(BUCOC (CUD)UE = CU(DUE)
BUC=AUE DUE=CUI
E=E I =1
(DUE)UB=DU(EUB (CUE) U1I=CU(CEUD)
I UB=DUE EUILI=CUI
I =1 I =1
la operacién U es asoclilativa. Sol.
Elemento neutro

E1 elemento neutro es

1
El
El
El
El
El

El

e si
simétrico
simétrico
simétrico
simétrico
simétrico

simétrico

-

de
de
de
de
de

de

A es:

no

no

no

no

no

hay
hay
hay
hay

hay Sol.
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ACTIVIDAD DE REFUERZO No. 15

3.

Sea Z = {a.b.c} y los subconduntos: A = ¢, B = {a}.

¢ = {b}, D={c}, E = {a,b}, F = {a,c}, G = {b.,cl.
Construya la tabla para las operaciones unién e
interseccién y verifique las propiedades que cumplen
dichas operaciones.

En la tabla adjunta con la operacién "+". Determine el
elemento neutro v verifique las propiedades conmutativa.
asociativa y luego justifique sus respuestas.

+ 0 -2 -4 -6 -8

0 0 -2 ~4 -8 -8
-2 -2 -4 -6 -8 -10
-4 -4 -6 -8 -10{ -12
-6 -6 -8 -10] -12 -14
-8 -8 -10} -12| -14) -16

La operacidén binaria "%" estd definida en la siguiente
tabla. Demuestre la existencia del elemento neutro y
simétrico de 2,3 y 4.

% 1 2 3 4
1 1 1 2 3
2 1 2 3 4
3 2 3 3 2
4 2 4 3 4

Dado el conjunto P = {0,1,3.5} y la operacidén maximo-
Construya la tabla y compruebe qué propiedades posee.

Con los elementog del conjunto A = {3,6,9,12,15}.
Construya las matrices para las siguientes operaciones:
a) Minimo y verifique la propiedad conmutativa

b) Maximo y verifique la pr@piedad asociativa

c) Mdximo comCtn divisor y determine el elemento
aimétrico (si existe) de 3, 9 y 15.
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RESUMEN

NOCIONES BASICAS

OPERACION: Es una correspondencia o relaciodn
entre un par ordenado de numeros
que asocia otro numero.

OPERACION BINARIA: Dado un conjunto A, no vacio
consideramos el producto cartesiano AXB.
Llamaremos operacién en A, a toda
aplicacién de AXA en A.

MATRIZ: Una forma muy util de representar una
operacién es mediante un cuadro o matriz
denominada tabla de 1a operacién
pitagérica o tabla de doble entrada.

OPERACIONES EN NATURALES

L.as operaciones que se pueden realizar en el conjunto de los
naturales son: minimo y maximo; minimo comin multiplo ¥
maximeo comtn divisor vy operacion potencia.

OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

Unién: La unién de dos conjuntos A y B es otrc conjunto
formado por todos los elementos de A y B AUB = x/Xx €AVx€E€B

Interseccidén: La interseccidn de dos conjuntos A y B es otro
conjuntc formado por todos los elementos gque son comunes
tanto en A como en B.

ANB = x/x € AANXxX €B

Diferencia entre dos conjuntos: La diferencia entre dos
conjuntos es otro conjunto que estd formado por los elementos
gue pertenecen al primer conjunto A y no pertenecen al
segundo conjunto B al mismo tiempo.

A-B = x/x € AANeB
Diferencia Simétrica: Se llama diferencia simétrica entre A
y B al conjunto formado por los elementos que pertenecen a A
o B pero no a ambos a la vez.
AaB = x/x € (AUB) A x € (AUB)
PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES BINARIAS

Conmutativa : Va,b e A: a.b = b.a
Asociativa - Va,b,c € A: (a.b).c = a.(b.c)
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"
o B
w
i
®

Elemento Neutro T m.e

EFlemento Simétrico: a.b
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VALORE SUS CONQCIMIENTOS
No. 4

OBJETIVO 12 Determinar si un conjunto de numeros es

completo o incompleto respecto de una
operaciom.

INSTRUCCION ESPECIFICA:

Escriba en el paréntesis correspondiente una (V) 8i el
enunciado es verdadero o una (F) si es falso, para cada
una de las siguientes proposicicnes:

1. ¢« ) La adicién en el conjunto de los naturales es
una operacidn incompleta.

2. ( ) La tabla propuesta es completa siendo A =
{a,b}
% a b
a a b
b b c

INSTRUCCIONES ESPECIFICAS:

Escriba una x =n el paréntesis correspondiente a la
respuesta correcta.

3. (Cuél de los conjuntos de numeros con la operacién
divisién expresa una operaciodn completa?

Naturales ( )
Enteros « )
Racionales ¢ )

INSTRUCCIONES ESPECIFICAG:
Efectie las operaciones mentalmente.
4. Complete la tabla de la operacién diferencia con

los elementos del conjunto B = {1,2,3}. Diga si se
trata o no de una operacién binaria. .
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- 1 2 3
1 0 -2
2

3 1 0

INSTRUCCION ESPECIFICA:

Frente a los conjuntos dados escriba la operaciédn u
operaciones qgque 8on completas con respecto a dicho
congunto.

5. N =
8. 4 =
7. Q =
B. Z =

OBJETIVO 13 Elaborar tablas para las operaciones:

méximo, minimo, méximo comin divisor,
minimo comin miltiplo y potencia.

INSTRUCCION ESPECIFICA:

Escriba en el paréntesis correspondiente una (V) 8i el
enunciado es verdadero o una (F) si es falso, para cada
una de las siguientes proposiciones:

9. ( ) 2 pot 3 = 6

10. ( ) El méaximo entre 24 y 18 es 24

11. ( ) El méximo comun divisor de 45 v 35 es 5

12. ( )Y 5 pot 2.= 2 pot B

13. ( ) El minimo entre 156 vy 15 es 1

INSTRUCCION ESPECIFICA:

Complete las matrices para .las operaciones qgque se

indican a continuacién, definidas en el conjunto A,
siendo A = {2,7,8}.
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14. Minimo:

A 2 7 8
2 2
7 7

8 2

15. Maximo:
V| 2 7 8
}

2 2

7 7

8 B8

INSTRUCCION SPECIFICA

Con los elementos del conjunto B = {3,5,7}. Elabore una
tabla para las operaciones:

16. Maximo
17. Minimo comin maltiplo

18. Potencia

OBJETIVO 14 Construir tablas para la: unién,

interseccién, diferencia normal y
diferencia simétrica de conjuntos.

INSTRUCCION ESPECIFICA:

Esceriba una (x) en el paréntesis correspondiente a la
respuesta correcta:

19. El simbolo para representar la operacidn
diferencia es:

a. () »

b. ( ) -
. () u
d. ( ) n
e. ¢ )y A ‘

20. La intersecci6én entre los conjuntos A = {a,c,d} ¥
B = {¢,d} es:



21.
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b. () {e.d}

c. () A{a,c,d}

d. ( ) f{a,d}

La diferencia simétrica entre los conjuntos:
P = {r,s,t} v @Q={u,r,s8} es:

a. (. )Y Ar,s}
b. ¢ ) A{u,r,s,t}
c. ( ) At}

d. ¢ ) {t,u}

B. INSTRUCCION ESPECIFICA:

Resuelva lo siguiente:

Complete la siguiente tabla que corresponde a la

22.
operacién intersecciodn.
nl (23 (2,4 (4.5} (2,4,5}
{2} {2} {2}
{2,4} {2} {4}
{4,5}
{2.4,5} {2,4}

C. INSTRUCCION ESPECIFICA:

Construya una tabla para cada una de las siguientes

operaclones:
23. Z = {0,1,2} )4 los subconjuntos A = {1,03},
B = {0,2}, C={1,2} en la operacidn unidén.
24. La diferencia "y los subconjuntos: A = {a}l.
B = {0}, C={a,e}, D = {e,o0}.
OBJETIVO 15 Comprobar el cumplimiento o no de las
propiedades en las operaciones binarias.

A. INSTRUCCION ESPECIFICA:

Escriba una (x) en el paréntesis correspondiente a la
respuesta correcta.

25.

En la operacion @ el elemento neutro es:



26.

27.

28.

En

es:

C.

d.

(
(

la siguiente matriz

(
(

(

)
)

)
)

)

[¥3]

2
¢
1

] 1 2 3
1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 3
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el elemento simétrico de O

propiedad conmutativa:

* 0 2 3
0 3 0 2
2 ] 2 3
3 2 3 3
3
¢]
¢
2
letra que verifica la
f . e es:
e -f e h
e e e h f
f 4 f f g
=4 h e e h
h e f g h
c
f
e
$

(

)

El valor que verifica la igualdad.

(5

.7

5 .

(6 .

7) es:
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. 4 5 6 7
4 4 4 5 6
5 6 6 7 4
6 7 4 5 4
7 7 7 7 6

a. ( 1 ¢

b. ( ) 4

c. (Y b

d. ¢ » 86

INSTRUCCION ESPECIFICA:

Con los elementos del conjunto A = {3,6,9} construya las
matrices para las siguientes operaciones:

29. Minimo y demuestre las propiedades conmutativa y
asociativa. ‘

30. Méaximo comin divisor y pruebe la existencia del
elemento neutro.

31. Maximo comun divisor y determine el elemento
simétrico (si existe) para 3 y 9.
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CLAVE DE RESPUESTAS

Objetivo 12

\

1. (F) La adicién en los naturales es completa.
2. (F) Porque en la tabla hay elementos que no pertenecen
al conjunto dado.
3. Naturales ( ) Enteros ( ) Racionales ( x )
4.
- 1 2 3
1 0 -1 -2
2 1 0 -1
3 2 1 0
No es una operacidén binaria porque hay elementos que no
pertenecen al conjunto dado.
5. N = Suma, multiplicacion
6. 7 = Suma, multiplicacién y diferencia
7. @ = Suma, diferencia, multiplicacién y divisidn
8. Z = Suma
- Objetivo 13
9. (F) Porgue 2 pot 3 = 8
10. (W)
1. (V)
12. (F) Porque 5 pot 2 es jgual a 5% = 20 y 2 pot 5 es
igual a 26=32
13. (F) Porque el minimo de 15 y 15 es 15



14.

15.

18.

17.

18.

Objetivo 14

19.

20.

21

b. (x)
b. (x)

. d. (x)

Ay 2 7 8

212 2 2

712 7 7

Bl2 7 8

vz 7 8

I

22 1 2

711 7 1

8l 2 1 8

§

V|3 5 7

ala &5 7

5|5 5 7

7|7 7T 7

A3 5 T

3l 3 15 21

5 | 15 25 35

7] 21 35 49
Pot| 3 5 7

3| 27 243 2187
5| 1256 3125 78125
7 | 343 16807 823543
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22.

n {2} {2,413} {4,5} {2,4,bH}
2} & {2} & {2}
{2.4} {2} {2.4} {4} {2,4}
{4,5} ¢ {41 {4.5} {4,56}
{2,4,5} {2} {2,4} {4,565} {2.4.5}
23.
U A B C
A A Z A
B Z B VA
C Z Z C
24.
- {ax {o} {a,e} {e.o}
{a} ¢ {a} é {a}
{0} {0} ¢ {o} ¢
{a,el {e} {a,e} {o} {a}
{e,0}| {e,o} {e} {o} ¢
Objetivo 15
25. a. ( ) b. ( ) c. (xX) d. ( )
26. a. (x) b. ( ) c. ( ) d. ( )
27. a. ( ) b. ( ) c. (xX) d. ( )
28. a. ( ) b. ¢ ) c. () d. ()
29.
A 3 B8 9
3 3 3 3
6 3 B 3
9 9 3 3

Propiedad conmutativa:
Propiedad asociativa :

se cumple
se cumple
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30.
V| 3 6 9
—l_
3l a 3 3
6 3 6 3
g 9 3 3
Elemento neutro no existe.
31. La expresidén maximo comGn divisor no posee elemento

neutro. como se observa en la tabla por lo tanto no se
puede determinar el elemento simétrico de 3 y 9.
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COMENTARIO

Al finalizar el estudic de los contenidos de las cuatro
unidades que conforman el mdédulo IV. es necesario analizar
los resultados tanto parciales como de modulo.

Después del estudio de cada unidad confiamos en que los
objetivos planteados hayan alcanzado el punto de corte
necesario para su aprobacién, esto es el 70% en cada uno de
ellos. Si por el contrario no alcanz6 el porcentaje indicado
debe usted reforzar sus conocimientos, procediendo a revisar
nuevamente los temas correspondientes a los objetivos que no
logrd acreditar.

La autoevaluacién propuesta al final de este mbédulo.
comprende los aspectos mas importantes y bésicos que le
permitan continuar con las asignaturas de los ciclos
posteriores.

Si ha conseguido el nivel establecido, le felicitamos y le
deseamos todo el éxito necesario en el estudio de las
asignaturas de la especialidad y materias afines en el
transcurso de los nuevos ciclos.
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